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Лекция 1. Введение. Логическая программа. Основные конструкции

1.1.  Основные понятия. Исторический ракурс

Логическое программирование, так же как и родственное ему направление – функциональное программирование, радикально отклоняется от основного пути развития языков программирования. Логическое программирование  строится не с помощью некоторой последовательности абстракций и преобразований, отталкивающейся от машинной архитектуры фон Неймана и присущего ей набора операций, а на основе абстрактной модели, которая никак не связана с каким – либо типом машинной модели. Логическое программирование базируется на убеждении, что не человека следует обучать мышлению в терминах операций компьютера, а компьютер должен выполнять инструкции, свойственные человеку. 

В своем предельном и чистом виде логическое программирование предполагает, что сами инструкции даже не задаются, а вместо этого явно, в виде логических аксиом, формулируются сведения о задаче и предположения, достаточные для ее решения. Такое множество аксиом является альтернативой обычной программе. Подобная программа может выполняться при постановке задачи, формализованной в виде логического утверждения, подлежащего доказательству, - такое утверждение называется целевым утверждением. Выполнение программы состоит в попытке решить задачу, то есть доказать целевое утверждение, используя предложения, заданные в логической программе.

Отличительной чертой фрагмента логики, используемого в логическом программировании, является то, что обычно целевое утверждение содержит кванторы существования. Утверждается, что существуют некоторые объекты с заданными свойствами. Например, целевое утверждение: “существует такой список Х, что упорядочение списка [3, 2, 1] приводит к списку Х”.

В вычислениях используется конструктивный метод доказательства целевых утверждений: если доказательство прошло успешно, то в процессе доказательства находятся элементы, соответствующие неопределенным объектам, входящим в целевое утверждение. Такое соответствие и образует результат вычисления.

Описанные идеи можно сформулировать в виде двух выражений: 


программа = множество аксиом

вычисление = конструктивный вывод целевого утверждения из программы

Логическое программирование возникло главным образом благодаря успехам в автоматическом доказательстве теорем, в частности благодаря разработке принципа резолюции. Одно из первых исследований, связывающих резолюцию с программированием для ЭВМ, было предпринято Грином. Общая идея, состоящая в рассмотрении логических предложений как операторов в программах, а управляемого вывода – как исполнения программ, была исследована Хайсом, Сандвеллом и другими. Однако осознанию того, что логика является исполняемым языком программирования, в особенности способствовала процедурная интерпретация хорновых дизъюнктов Ковальского, который показал, что аксиома A, если В1 и В2 и ... и Вn  может рассматриваться и выполняться в качестве рекурсивного языка программирования.

Успехи в технологии реализации также в значительной мере способствовали представлению логики как практической формальной системы программирования. Первый экспериментальный интерпретатор был реализован Русселом и Колмероэ и другими в университете Экс – Марсель в 1972 году. Ему было дано имя Пролог (“программирование на языке логики” – PROgramming in LOGic), и он оказал сильное влияние на разработку последующих систем.

Термины “логическое программирование” и ”программирование на языке Пролог” часто употребляют как равнозначные, однако подразумеваемая стратегия управления в Прологе не является единственной стратегией, имеющейся для исполнения логический программ. Существует ряд других языков логического програмирования, не получивших такого широкого признания. 

KLO ( от англ. – “kernel-language version 0” – ядро –язык версии 0) – язык, в основу которого положено расширение языка логического программирования Пролог.

ShapeUp – язык логического программирования, в основу которого положен Пролог, расширенный средствами сопоставления строк.

Кроме перечисленных выше, к языкам логического программирования относятся: Дейталог, LogLisp и множество других.

Логическое программирование хорошо подходит для решения проблем, для работы с формальными и естественными языками, для баз данных, запросных и экспертных систем и для других дискретных невычислительных задач. Пользователя привлекает ясность,содержательность программ и их нетехнический характер. В программе не нужно описывать, каким образом решается задача. Достаточно описания самой задачи и того, что же желательно узнать.

Однако логическое программирование с использованием лишь хорновых предложений было бы слишком узконаправленным. Поэтому,  кроме этого, используются другие методы программирования. Некоторые задачи по своему характеру процедурные, с программировать их чисто декларативным языком непрактично. Нужны более развитые типы данных. Пролог и логическое программирование непрерывно расширяются, охватывая все новые методы программирования и формы изображения именно в направлении процедурного и объектно – ориентированного программирования, а также в направлении параллельных вычислений.

Замечание: все понятия и идеи, рассмотренные в представленном курсе, будут продемонстрированы на некотором абстрактном языке логического программирования (если не оговорено противное), которому присущи базовые понятия всех языков логического программирования.

1.2. Логическая программа. Основные конструкции

     Логическая программа - это множество аксиом и правил, задающих отношения между объектами. Вычислением логической программы является вывод следствий из программы. Программа задает множество следствий, которое и представляет собой значение программы. Искусство логического программирования состоит в построении ясных и изящных программ с требуемым значением. Основные конструкции логического программирования - термы и утверждения - заимствованы из логики. Имеются три основных вида утверждений: факты, правила и вопросы. Имеется единственная структура данных: логический терм.

Основная структура в логических программах - это терм. Терм есть константа, переменная или составной терм. Константы обозначают конкретные объекты, такие, как целые числа и атомы, в то время как переменная обозначает единственный, но неопределенный объект. Символом атома может служить любая последователь​ность букв, которая берется в кавычки, если ее можно спутать с другими символами (такими, как переменные или целые числа). Символы переменных отличаются начальной прописной буквой.
Составной терм строится из функтора (называемого главным функтором терма) и последовательности из одного или более термов, называемых аргументами. Функтор задается своим именем, т. е. некоторым атомом, и арностью., или числом аргументов. Константы рассматриваются как 0-арные функторы. Синтаксически составной терм записывается как

 f (t1, t2, ..., tn),  где f -имя n- арного функтора, а ti - аргументы.
 Для n-арного функтора f используется запись f/п. Функторы с одинаковыми именами, но различными арностями различны. 
Терм является основ​ным, если в нем не содержится переменных; в противном случае терм неосновной. Так, foo (а,b)-основной терм, а bar(Х)-нет.
Цели - это атомы или составные термы, в общем случае неосновные.

• Определение: Подстановка -это конечное (возможно, пустое) множество пар вида  X = t, где X-переменная, t-терм, причем переменные в левых частях пар различны, т.е. Xi  =ti, где Xi – переменная, ti – терм; Xi ( Xj при i ( j и Xi не входит в ti при любых i и j.

Примером подстановки, состоящей из одной пары, может служить {X = исаак}. Подстановки могут применяться к термам. 
Результат применения подстановки ( к терму А, обозначается A(, есть терм, полученный заменой каждого вхождения переменной X в А на t для каждой пары вида X = t из (.
Результат применения {X = исаак} к терму отец (авраам, X) есть терм отец (авраам, исаак).
 • Определение: А называется примером В, если найдется такая подстановка (, что А= В(, т.е. для любой подстановки  ( = {X1 = t1, X2 = t2, ... , Xn = tn} и терма B терм В( обозначает результат одновременной замены каждого вхождения в B переменной Xi на ti, 1( i ( n.

По определению цель отец (авраам, исаак) является примером терма отец (авраам.Х). Аналогично мать (сара, исаак) - пример терма мать (X, У) при подстановке {X = сара, У = исаак}.
• Определение: С называется общим примером термов А и В, если С есть пример А и С есть пример В. Иными словами, если найдутся такие подстановки (1 и (2,  что С = А(1, синтаксически совпадает с B(2. Например, цели плюс(0,3,У) и плюс(0,Х,Х) имеют общий пример плюс(0,3,3).Применения подстановки {У = 3} к плюс(0,3,У) и подстановки {X = 3} к плюс(0,Х, X) приводят к плюс (0,3,3).
В общем случае при поиске ответа на вопрос с использованием факта ищется общий пример вопроса и факта. Если общий пример существует, то он и будет ответом. В противном случае ответ - нет.
 • Определение: Логическая программа- конечное множество правил. Предложением или прави​лом является замкнутое квантором общности утверждение вида

А ( В1, В2 ,...,Bn , n (  0,
где А и Bi -цели. Декларативное понимание такого утверждения - «А следует из конъюнкции целей Bi», процедурная интерпретация - «для ответа на вопрос А ответь на конъюнктивный вопрос В1,В2,...,Bn». А называется заголовком предложения, последовательность Bi- телом предложения. При к = 0 предложение называется фактом или единичным предложением и имеет запись А., декларативное понима​ние - A истинно», процедурная интерпретация «цель А выполнена». При к = 1 предложение называется итерационным

•Определение: Цель G с кванторами существования является логическим следствием программы Р, если в Р найдется такое предложение с основным примером 
А ( В1, В2 ,...,Bn , n (  0,
что В1, В2 ,...,Bn - логические следствия Р и A-пример G.
Заметим, что цель G логически следует из программы Р тогда и только тогда, когда G может быть выведена из Р с помощью конечного числа применений обобщенного правила modus ponens.
•Определение: Обобщенный закон modus ponens утверждает, что из правила
R = (А ( В1, В2 ,...,Bn )
и фактов 
         B1’

B2’

.

.

.

Bn’

выводится А' при условии, что
А’ ( В1’, В2’ ,..., Bn’  является примером R. 

• Определение: Вопросом называется конъюнкция вида
A1, A2  ,..., An?, n > 0,
где Ai -цели. Считается, что переменные в вопросе связаны квантором суще​ствования.

Вычисление логической программы Р строит пример заданного вопроса, логически выводимый из Р. Цель G выводима из Р, если существует такой пример А цели G, что А ( В1, В2 ,...,Bn , п(0-основной пример предложения в Р и каждое Bi,выводимо из Р. Выводимость цели из тождественного факта рассматривается как особый случай.
С помощью логической выводимости индуктивно определяется значение программы Р, обозначаемым M(P). Множество основных примеров фактов из Р принадлежит значению Р. Основная цель G входит в значение, если существует такой основной пример  G ( В1, В2 ,...,Bn  правила из Р, что В1, В2 ,...,Bn  входят в значение Р. Таким образом, значение состоит из тех основных примеров, которые выводятся из прог​раммы. Из этого определения следует, что значением логической программы, по​строенной просто из основных фактов, является сама программа. Другими словами, для простых программ программа «значит ровно то, что написано». Рассмотрим программу 
отец (фарра, авраам).                мужчина (фарра).

отец (фарра, нахор).                  мужчина (авраам).

отец (фарра, аран).                    мужчина (нахор).

отец (авраам, исаак).                 мужчина (аран).

отец (аран, лот).                         мужчина (исаак).

отец (аран, милка).                     мужчина (лот).

отец (аран, иска).                        женщина (сара).

мать (сара, исаак).                       женщина (милка).

                                                      женщина (иска).

      сын (Х, У): - отец (У, Х), мужчина (Х).
дочь (Х, У) :- отец(У, Х), женщина (Х).

Программа 1.1. Семейная база данных

Что будет ее значением? Оно содержит кроме фактов об отцах и матерях, явно указанных в программе, также все факты вида родитель (X, У) для каждой пары X и Y, такой, что факт отец (X, У) или мать (X, У) присутствуют в программе. Этот пример показывает, что значение программы в явном виде содержит все то, что программа утверждает неявно.
Если предположить, что подразумеваемое значение программы также задано в виде множества основных единичных целей, то можно спросить, как соотносятся действительное и подразумеваемое значения программы. Мы можем проверить, все ли утверждения программы корректны или вычисляет ли программа все, что нам требуется.
Неформально мы называем программу корректной относительно некоторого заданного значения М, если значение М (Р) программы Р является подмножеством М. Иными словами, корректная программа не вычисляет того, что не требуется. Программа полна относительно М. если М есть подмножество М(Р), т.е. полная программа вычисляет все, что задано. Следовательно, программа Р корректна и полна относительно заданного значения М, если М = М(Р).
Замечание: В тех случаях, когда из имен предикатов или констант интуитивно ясно, что является их значением, будем считать, что подразумеваемое значение определяется в программе смыслом имен.
Например, если в программе для отношения сын содержится только первая аксиома, которая ссылается на отношение отец, то программа неполна относитель​но интуитивно понимаемого значения отношения сын, так как цель сын (иссак, сара) невыводима. Если к программе добавить правило
сын (Х, У) :- мать (Х,У), мужчина(У).
то получим программу, некорректную относительно подразумеваемого значения ввиду выводимости утверждения сын (сара, исаак).
Будем называть основную цель истинной относительно подразумеваемого значения, если цель входит в данное значение, и ложной в противном случае. В тех случаях, когда подразумеваемое значение определяется именами предикатов и констант, содержа​щихся в программе, цели, входящие в такие значения, будем называть просто истинными.
Лекция 2.Программирование баз данных

 Существует два основных применения логических программ к программированию баз данных: 1) построение логической 6азы данных и  2) работа со структурами данных. Логическая база данных строится из множества фактов и правил. Множество фактов может определять отноше​ния, так же как в реляционных базах данных.  Правила могут определять сложные реляционные вопросы, также как в реляционной алгебре. Таким образом, функциональные зависимости, связанные с реляционными базами данных, могут выражаться логическими программами, составленными из фактов и правил весьма ограниченного вида,
2.1. Простые базы данных

Рассмотрим семейную базу данных библейской семьи, имеющую четыре основных предиката: отец/2, мать/2, мужчина/1 и женщина/1.

отец (фарра, авраам).                мужчина (фарра).

отец (фарра, нахор).                  мужчина (авраам).

отец (фарра, аран).                    мужчина (нахор).

отец (авраам, исаак).                 мужчина (аран).

отец (аран, лот).                         мужчина (исаак).

отец (аран, милка).                     мужчина (лот).

отец (аран, иска).                        женщина (сара).

мать (сара, исаак).                       женщина (милка).

                                                      женщина (иска).

Замечание: Примем соглашение из теории баз данных и снабдим каждое отношение реляционной схемой, которая указывает роль каждой позиции в отношении (каждого аргумента в цели). Реляционными схемами для этих четырех предикатов будут соответственно отец (Отец, Ребенок), мать (Мать, Ребенок), мужчина (Человек) и женщина( Чело​век). Принятые мнемонические имена говорят сами за себя. В правилах переменным даются содержательные имена, в то время как в вопросах - имена X или Y. Многословные имена используются по-разному для переменных и предикатов. В случае переменной каждое слово начина​ется с прописной буквы, например: ПлемянницаИлиПлемянник; в случае имен функций и предикатов слова соединяются нижней чертой, например: конфликт_расписания.
Новые отношения строятся из этих основных отношений с помощью определе​ния подходящих правил. Соответствующими реляционными схемами для отноше​ний,  являются сын (Сын, Родитель), дочь (Дочь, Ро​дитель), родитель ( Родитель, Ребенок) и внук (Внук, ДедИлиБабушка).

сын (X, Y): -  отец (Y, X), мужчина (X).

дочь (X, Y): - отец  (Y, X), женщина (X).

дед (X, Z): - отец (X, Y), отец (Y, Z). 

внук (X, Y): -  отец (Y, Z), отец (Z, X). 

внук (X, Y): - отец (Y, Z), мать (Z, X).

внук (X, Y): - мать (Y, Z), отец (Z, X).

внук (X, Y): - мать (Y, Z), мать (Z, X).
Если предикаты отец и мать объединить в один предикат родитель с помощью следующего правила

родитель (X, Y): - отец (X, Y).

родитель (X, Y): - мать (X, Y).

То предикаты сын и внук примут следующий вид:

сын (X, Y): - родитель (Y, X), мужчина (X).

внук (X, Y): - родитель (Y, Z), родитель (Z, X).

 С точки зре​ния логики несущественно, какие отношения определяются с помощью фактов, а какие - с помощью правил. Например, если соответствующая база данных содержит факты родитель, мужчина и женщина, то правила, определяющие отношения сын и дочь, остаются в силе. Для отношений, более не определяемых фактами, например отец и мать, следует ввести новые правила. Подходящими правилами будут
отец (X, Y): - родитель(X, Y), мужчина(X).
         мать (Z, Y): - родитель(Z, Y), женщина (Z).
Также можно превратить отношения, неявно присутствующие в базе данных, в явные. Например, поскольку нам известны отец и мать ребенка, то нам известно, у каких пар был потомок, (или известны, в терминах Библии, прародители). Это отношение не задано явно в базе данных, однако правило, реляционная схема которого - прародители (Муж​чина, Женщина), может выявить эту информацию.
прародители (X, Y): - отец (X, Z), мать (Y, Z).
Правило означает: «Мужчина и Женщина являются прародителями, если есть Ребенок, отцом которого является Мужчина, а матерью - Женщина».
Другим примером извлечения информации из более простых сведений является отношение «быть детьми одних родителей» - брат и сестра.
брат(X, Y): - родитель(Z, X), 

                      родитель (Z, Y),   мужчина (X).
Однако такое правило означает: «X является братом Y, если Z является родителем X и Y и X является мужчиной».
Определение отношения брат приводит к некоторой проблеме. Вопрос брат (X, X)? выполняется для любого ребенка X мужского пола, что не согласуется с нашим пониманием отношения брат.
Для того чтобы исключить подобные утверждения из значения программы, введем предикат ((Терм1,Терм2). Удобнее записывать этот предикат в обычном (инфиксном) виде. Таким образом, Терм1( Терм2 истинно, если Терм! и Терм2 различны. Ограничимся пока примером термов, являющихся константами. Тогда добавим в предыдущее правило подцель X ( Y
Чем больше отношений уже введено, тем проще определять новые сложные понятия. Например, отношения дядя(Дядя, ПлемянницаИлиПле​мянник), дети_одних_родителей (ДетиОднихРодителей1, ДетиОднихРодителей2), родственник (Родственник1, Родственник2) можно определить следующим образом

дядя (X, Y): - брат (X, Z), родитель (Z, Y).

дети_ одних_родителей (X, Y): - родитель (Z,X), родитель(Z,Y), X. ( Y.

родственник (X, Y): - родитель (Z, X), родитель (W, Y), дети_одних_родителей(Z, W).
Другое отношение, неявно содержащееся в семейной базе данных - является ли женщина матерью. Это отношение определяется с помощью отношения мать/2. Новой реляционной схемой является мать (Женщина), которая определяется правилом
мать (X): - мать (X, Y). 
Это означает: «Женщина является матерью, если у нее есть Ребенок».
 Заметим, что одно и то же предикатное имя мать используется для описания двух разных отношений мать. Предикат мать имеет в этих двух случаях различное число аргументов, т. е. различную арность. В общем случае одно и то же предикатное имя с различными арностями описывает различные отношения.
Упражнения к разделу 2.1.
1. Измените правило для отношения брат, чтобы описать отношение сестра, правило для отношения дядя, чтобы описать отношение племянница, и правило для отношения      дети_одних _родителей, чтобы ему удовлетворяли только родные братья и сестры, т.е. те, у которых общие и мать, и отец.

2. Используя предикат супруги (Жена, Муж), опишите отношения теща, шурин и зять.

3*. Напишите логическую программу, описывающую логиче​скую схему вентиля «ИЛИ». Добавив инвертор, расширьте программу до вентиля «ИЛИ-НЕ».

2.2. Структурированные и абстрактные данные

Структурированные данные применяются для содержательной организации данных, которая позволяет сформулировать правила более абстрактно, без учета несущественных деталей. В результате можно добиться большей модульности программ, поскольку изменение представления данных не означает полного изменения программы. Продемонстрируем это на следующем примере.

Рассмотрим два способа представления факта о курсе лекций по теории слож​ности, которую Дэвид Хэрел читает по понедельникам в корпусе А, аудитория 310:
курс (сложность, понедельник, 9, 11, дэвид, хэрел, а, 310)  и
курс (сложность, время(понедельник, 9,11),
лектор (дэвид, хэрел), место(а, 310)).

Первый факт описывает курс как отношение между восемью элементами: название курса, день недели, время начала, время окончания, имя лектора, фамилия лектора, корпус и аудитория. Второй факт рассматривает курс как отношение между четырьмя элементами: название, время, лектор и место - с дальнейшим уточнением. Время состоит из дня, времени начала и времени окончания; лектор имеет имя и фамилию, место определяется корпусом и аудиторией. Второй факт яснее отражает существующие отношения.
Вариант отношения курс с четырьмя аргументами допускает более компактную запись правил за счет абстрагирования от деталей, несущественных при постановке вопросов. Следующая  программа содержит некоторые примеры подобных правил.   

лектор (Лектор, Курс): - курс (Курс, Время, Лектор, Место).

         продолжительность (Курс, ЧислоЧасов): -
курс (Курс, время (День, Начало, Окончание), Лектор, Место), плюс (Начало, ЧислоЧасов, Окончание).
занятие (Лектор, День): -
курс (Курс, время (Дснь, Начало, Окончание), Лектор, Место).
занята (Аудитория, День, Время): - 
курс (Курс, врсмя (День, Начало, Окончанис), Лектор, Аудитория), Начало ( Время, Время ( Окончание.
Программа 2.1. Правила расписания.
Правило для отношения занята использует предикат «меньше или равно», записанный в виде двоичного инфиксного оператора (.
Правила, не связанные с определенными значениями структурированного аргу​мента, не должны «знать», какова структура аргумента. Например, правила для отношений продолжительность и занятие представляют время явно в виде вре​мя (День, Начало, Окончание), так как в этих правилах требуются День, Начало или Окончание занятий. Напротив, в правиле для лектор эти детали не требуются, что приводит к большей модульности, так как можно изменять форму представления данных о времени занятий без изменения правил, не связанных со структурой этих данных.
Определенных правил для решения вопроса об использова​нии структурированных данных нет. Без них можно пользоваться единообразным представлением, в котором все данные простые. Преимуществами структуриро​ванных данных являются модульность и компактность записи, в которой точнее отражается понимание ситуации. Можно сослаться на соответствующее обсуждение для традиционных языков программирования, в терминологии которых фактам соответствуют таблицы, а структурированным данным -записи с состав​ными полями.
Некоторые правила программы задают бинарные отношения (отношения между двумя объектами), используя одно, более сложное отношение. Все сведения о курсе лекций могут быть записаны в терминах бинарных отношений, например, в следующем виде:
день (сложность, понедельник). 

время_начала (сложность, 9). 

время, окончания (сложность, 11).

 лектор (сложность, хэрел).

 корпус (сложность, а).

 аудитория (сложность,310).
Правила теперь следует записывать иначе:
занятие (Лектор, День): -
лектор (Курс, Лектор),  день (Курс, День).
Упражнения к разделу 2.2.
1. Добавьте правила, определяющие отношения место (Курс, Корпус), занят (Лектор, Время) и не_встречаются (Лектор 1, Лектор2). Факты о курсе лекций заданы, как выше.

2. Используя отношения из упражнения (1), определите отношение конфликт_ расписа​ния ( Время, Место, Kypc1  ,Курс2).
3. Добавьте дополнительный аргумент в правила для семейных отношений, чтобы задать такие отношения, как отец (X, Y, nana (X, Y)). 
4. Постройте небольшую базу данных по своему вкусу. Используйте один предикат для описания информации и введите подходящие правила.
2.3. Рекурсивные правила

До сих пор описывались правила, определяющие новые отношения в терминах существующих отношений. Расширением множества подобных правил являются рекурсивные определения, в которых отношения определяются в терминах этих же отношений
Рассмотрим правила, описывающие прародителей, прапрародителей и т.д.;

прародитель (X, Z): -родитель (X, Y),
                            родитель (Y, Z).
 прапрародитель (X, Z): - родитель (X, Y),
                              прародитель(Y, Z).
 прапрапрародитсль (X, Z): - родитель (X, Y),  

                                                  прапрародитсль (Y, Z).
Можно заметить простую схему, которую опишем в правиле, задающем отношение предок (Предок, Потомок):
предок (X, Z): - родитель (X, Y),
                                  предок (Y, Z).
Это правило представляет собой обобщение введенных ранее правил.
Логическая программа для отношения предок требует также и нерекурсивного правила, выбор которого влияет на значение программы. Если использовать факт предок (Х, Х), приводящий к рефлексии отношения предок, то каждый человек будет своим собственным предком, что не соответствует интуитивному пониманию слова предок. 

Отношение предок, исходя из сказанного выше, будет выглядеть следующим образом:
предок (X, Z): - родитель (X, Z).
предок (X, Z): - родитель (X, Y),
                           предок (Y, Z).
Программа 2.2. Отношение предок.
Отношение предок является транзитивным замыканием отношения родитель. В общем случае благодаря использованию рекурсивных правил в логической программе легко строится транзитивное замыкание любого отношения.
Рассмотрим программу проверки связности в ориентированном графе. Ориенти​рованный граф может быть задан в виде логической программы с помощью набора фактов. Факт edge (Node1, Node2) входит в программу, если в графе существует ребро, ведущее из вершины Node1 в вершину Node2. На рис. изображен некоторый граф, а программа  дает его представление в виде логической программы.
           a  (   b                f

           (        (                (
           c   (  d   (  e     g      Рисунок.  Простой граф.
edge (a, b).        edge (a, c).        edge (b, d).
edge (c, d).        edge (d, e).        edge (f, g).
Программа 2.2. Ориентированный граф
Две вершины графа связны, если существует последовательность ребер, ведущая из первой вершины во вторую. Таким образом, отношение connected (Node1, Node2), являющееся истинным, если вершины Node1 и Node2 связны, есть транзитивное замыкание отношения edge. Например, в графе на рис. вершины а и е связаны, a b и f  - нет. Следующая программа описывает требуемое отношение. Значение программы совпадает с множеством целей вида connected (X, Y), где X и Y - связные вершины. Заметим, что ввиду выбора исходного факта connected является транзитивным рефлексивным отношением.
connected (Node1, Node2)(
вершина Node1 связна с вершиной Node2 в графе, заданном отношением edge/2.
connected (Node, Node). 

         connected (Nodel, Node2): -
edge (Nodel, Link), connected (Link,Node2).
Программа 2.4. Транзитивное замыкание отношения edge.
Упражнения к разделу 2.3.
1. Башня из кубиков может быть описана совокупностью фактов вида на (Кубик1, Кубик2), которые истинны, если Кубик1 поставлен на Кубик2. Определите предикат выше ( Кубик1, Кубик2), который истинен, если Кубик1 расположен в башне выше, чем Кубик2. (Указание: выше является транзитивным замыканием на).

 2.4. Логические программы  и модель реляционной базы данных

Логические программы можно рассматривать как мощное расширение модели реляционной базы данных. Дополнительные возможности возникают здесь за счет применения правил. Многие введенные понятия имеют содержательные аналоги в теории баз данных, верно и обратное. Основные операции реляционной алгебры легко выражаются в логическом программировании.
Процедуры, построенные исключительно из фактов, соответствуют отношениям, при этом арность отношения совпадает с арностью процедуры. Пять основных операций определяют реляционную алгебру: объединение, симметрическая раз​ность, декартово произведение, проекция и выборка. Покажем, как каждая из них выражается в логической программе.
1) Операция объединения строит одно n -арное отношение из двух n -арных от​ношений r и s. Новое отношение, которое обозначим r_union_s, является объеди​нением r и s. Это отношение непосредственно задается логической программой, состоящей из двух правил:
r_union_s (X1,..., Xn): - r (X1,..., Xn).

           r_union_s (X1,..., Xn): - s (X1,..., Xn).
2) Определение симметрической разности использует понятие отрицания. Введем предикат not. Интуитивно ясно, что цель notG истинна относительно программы Р, если G не является логическим следствием Р. Это определение корректно в случае основных фактов. Такой случай и имеет место при рассмотрении реляционных баз данных.
Определяется n -арное отношение r_diff_s для n-арных отношений r и s:
r_diff_s (X1,..., Xn ): - r (X1,..., Xn), not s (X1,..., Xn ). 

r_diff_s (X1,..., Xn ): - s (X1,..., Xn), not r (X1,..., Xn ).
    3) Декартово произведение может быть определено одним правилом. Если r - m-apное отношение, а s - n-арное, то [т + n)-арное отношение r_dec_s определяется так:
        -r_dec_s (X1,..., Xm+n): - r (X1,..., Xm), s (Xm+1,..., Xm+n).
    4) Проекция состоит в построении отношения, использующего лишь некоторые аргументы исходного отношения. Определение в любом конкретном случае не вызывает сложностей. Например, проекция r13 оставляет первый и третий ар​гументы трехарного отношения, т.е. 
rl3(X1,X3): - r (X1, X2, X3).
5) Таким же образом описывается любой конкретный случай выборки. Рассмотрим отношение, описывающее наборы, в которых третьи элементы больше вторых, и отношение, в котором первый элемент есть Смит или Джонс. В обоих случаях для иллюстрации используется трехарное отношение r. Первый пример состоит в построении отношения r1:
rl (X1, Х2, Х3): - г (Х1, Х2, Х3), Х2 > Х3.
Второй пример состоит в построении отношения r2, использующего дизъюнктивное отношение смит_или_джонс:
г2(Х1, Х2, Х3) : - г (Х1, Х2, Х3), смит_uлu_джонс(X1). 

смит_или_джонс(смит). 

смит_ или_джонс(джонс).

Некоторые производные операции реляционной алгебры непосредственно вы​ражаются в конструкциях логического программирования. Опишем две из них - пересечение и объединение. Если r и s - некоторые n - арные отношения, то их пересечение. r_meet_s, тоже является n-арным отношением, задаваемым единствен​ным правилом:

r_ meet_s (X1,..., Xn): - r (X1,..., Xn), s (X1,..., Xn).
Прямому обьединению точно соответствует конъюнктивный вопрос с общими переменными.
r_un_s (X1,..., Xn): - r (X1,..., Xn).
r_un_s (X1,..., Xn): - s (X1,..., Xn).
Лекция 3. Рекурсивное программирование

До сих пор рассматривались конечные структуры дан​ных. Но математика проявляется как раз на бесконечных или потенциально бесконечных структурах. Конечные примеры являются лишь частным случаем. Логические программы овладевают этой силой, используя рекурсивные типы данных.
Логические термы можно классифицировать по типам. Тип - это множество (возможно, бесконечное) термов. Некоторые типы удобно определять унарными отношениями. Отношение р/1 определяет тип p, совпадающий с множеством всех таких термов X, что выполнено р(Х).
Например, использованные ранее предикаты мужчина/1 и женщина/1 задают тины мужчина и .женщина.
Более сложные типы могут быть заданы рекурсивными логическими программа​ми. Такие тины называются рекурсивными типами. Типы, задаваемые унарными рекурсивными программами, называются простыми рекурсивными типами. Программа, задающая тип, называется определением типа.
Рассмотрим логические программы, задающие отношения над объектами простых рекурсивных типов, таких, как целые числа, списки и бинарные деревья. Но будут показаны программы и с более сложными типами, такими, как полиномы.
3.1. Арифметика

Простейший рекурсивный тип данных - натуральные числа - лежит в основании математики. Арифметика основана на натуральных числах. 

Замечание: Под натуральными числами здесь будем понимать множество натуральных чисел в объединении с нулем.

Натуральные числа строятся с помощью двух объектов - константного символа 0 и унарной функции следования s. Таким образом, все натуральные числа рекурсивно представляются в виде 0, s(0), s(s(0)), s(s(s(0))),...
Используем сокращение sn(0) для обозначения натурального числа n, т.е. для обозначения n-кратного применения функции следования к 0.
Определение натуральных чисел в виде простого типа сформулировано в виде  следующей логической программы. Ее реляционная схема
natural_ number(X)( X -  натуральное число.
natural_number(0).

natural_number(s(X)): - natural_ number(X).
Программа 3.1. Определение натуральных чисел.
Программа состоит из одного единичного предложения и одного итерационного предложения (предложения, тело которого состоит из одной цели). Такая программа называется минимальной рекурсивной.
Существует естественный порядок натуральных чисел. Следующая программа является логической программой, задающей отношение «меньше или равно», соответствую​щее этому порядку.

X (Y( X и Y-натуральные числа, такие, что X меньше или равно Y.
    0 ( X : - natural_number(X). 

   s(X) ( s(Y): - X (.Y.
   natural_number(X): -См. программу 3.1. 

Программа 3.2. Отношение меньше или равно.
Сложение является базовой операцией, определяющей отношение между двумя натуральными числами и их суммой. В лекции 1с помощью таблицы задавалось отношение плюс для всех необходимых натуральных чисел. Рекурсивная программа позволяет задавать это отношение изящнее и компактнее, так, как это сделано в программе 3.3. Подразумеваемое значение программы - множество фактов вида plus(X,Y,Z), где X, У и Z -натуральные числа и X + Y'= Z.
plus (X, Y, Z)( X, Y, Z - натуральные числа, такие, что Z есть сумма X и Y.
plus (0, X, X): - natural_number(X). 

plus (s(X), Y, s(Z)): - plus (X, Y, Z).
         natural_number(X):- См. программу 3.1. 

Программа 3.3. Сложение.
Сложение обычно рассматривается как функция от двух аргументов, а не как трехместное отношение. В общем случае логическая программа, соответствующая функции от n - аргументов, определяет (п + 1)-арное отношение. Вычисление значения функции происходит при постановке вопроса, в котором значения п аргументов заданы, а значение аргумента, соответствующего значению функции, не задано. Решение вопроса дает значение функции при заданном значении аргументов. Чтобы прояснить аналогию, дадим функциональное определение сложения, соответствую​щее логической программе. 

0 + X = X.

 s(X) + Y = s(X + Y)
Одно из преимуществ  программы, задающей отношение, перед функциональной программой состоит в том, что программу для отношения можно использовать многими способами. Например, вопрос plus (s(0), s(0), s(s(0)))? состоит в проверке равенства 1 + 1 = 2. (Конечно, десятичная запись привычнее при работе с числами.) Как и в случае отношения (, программа plus не эффективна. 
Постановка вопроса p/us (s(0), s(0),X)? (пример обычного использования про​граммы) приводит к вычислению суммы 1 и 1. Однако столь же просто программа может быть использована и для вычитания. Для этого достаточно задать такой вопрос, как plus (s(0), X, s(s(s(0))))? Вычисленное значение X является разностью 3 и 1. т. е. 2. Аналогично вопрос с неопределенным первым аргументом и определен​ными вторым и третьим аргументами также сводится к вычитанию.
Назовем типовым условием использование предиката, определяющего тип. Типовым условием для натуральных чисел является любая цель вида natural_number (X ).
Описанные основные программы используются для определения более сложных отношений. Типичный пример определение умножения в виде повторяюще​гося сложения. Программа 3.4 задает требуемое отношение. Схема отношения mult(X, Y, Z) означает: X, умноженное на У, равно Z.
mult(X, Y, Z)( X, Y и Z - натуральные числа, такие, что Z равно произведению X и У
mult (0, X, 0).
mult (s(X), Y, Z): - mult (X, Y, W), plus (W, Y, Z).
plus (X, Y, Z):-См. программу 3.3.
Программа 3.4. Умножение как повторяющееся сложение.

Возведение в степень определяется в виде повторяющегося умножения. Про​грамма 3.5 для exp (N, X,Y) задает отношение XN = У. Эта программа совпадает с программой 3.4 для mult(X,Y,Z), если в последней заменить mult и plus соответственно на eхр и mult. 
exp (N, X, Y) ( N, X и Y - натуральные числа, такие, что Y равно X, возведенному в степень N.
exp (s(X), 0, 0).
exp (0, s(X), s(0)).
exp (s(N), X, Y): - exp (N, X, Z), mult (Z,  X, Y).
mult (X, Y, Z): - См. программу 3.4.
Программа 3.5. Возведение в степень как повторяющееся умножение.

При построении программы, определяющей остаток от деления целых чисел, возникает любопытное явление - различные математические определения одного и того же понятия приводят к разным логическим программам. Программы 3.6а и 3.6б представляют собой два различных определения отношения mod (X, Y, Z), которое истинно, если Z является вычетом X по модулю Y. т. е. Z является остатком от деления X на Y. Программы используют отношение <, определенное в упражнении (1) в конце раздела.
mod (X, Y, Z) (Z остаток от деления X на Y.
mod (X, Y, Z): - Z < Y, mult (Y, Q, W), plus (W, Z, X).

Программа 3.6а. Нерекурсивное определение остатка

mod (X, Y, X):  - X < Y.
mod (X, Y, Z): -plus (X1, Y, X), mod (X1, Y, Z).

Программа 3.6б. Рекурсивное определение остатка
Программа 3.6а служит примером непосредственного перевода математического определения, являющегося логическим высказыванием, в логическую программу. Программа соответствует экзистенциальному определению целого остатка: «Z равно X mod Y, если Z меньше Y и существует такое число Q, что X = Q- Y+ Z». Математические определения в общем случае легко преобразуются в логические программы.
Можно рассмотреть связь программы 3.6а с математикой. Несмотря на то, что определение внешне выглядит как определение существования, оно в то же время конструктивно ввиду конструктивности отношений < , plus и mult. Например, число Q, требуемое в определении, будет явно вычислено с помощью отношения mult в любом конкретном вычислении отношения mod.
Программа 3.6б в отличие от программы 3.6а определена рекурсивно. Программа описывает алгоритм нахождения целого остатка, основанный на многократном вычитании. Первое правило утверждает,  что X mod Y равно X, если X меньше Y. Второе правило утверждает, что X mod Y совпадает с X  - Y mod Y. Процесс вычисления при определении остатка состоит в последовательном вычита​нии Y из X, пока не будет получена величина, меньшая Y. Это вычисление приводит к правильному значению.
Замечание: Математическая функция X mod Y не определена при Y(0. Ни программа 3.6а, ни программа 3.6б не включают цель mod (X, 0, Z) в значение программы для любых X, Z. Проверка отношения « < » гарантирует это.
Упражнения к разделу 3.1.
1. Изменив программу 3.2. опишите отношения  <, >  и  (. Рассмотрите различные использования этих программ.
2. Докажите, что программа 3.2 является корректной и полной аксиоматизацией от​ношения (.

3. Определите истинность предикатов even (X) и odd(X) в случаях, когда X - четно и
нечетно. (Указание: измените программу 3.1 для отношения natural_ number.)
4. Напишите логическую программу, задающую отношение fib (Y, F ) для определения
N-го числа Фибоначчи F.
5. Предикат mult может быть использован для деления без остатка с помощью вопроса
вида mult (s(s(0)), Х, s(s(s(s(0)))))?, сводящегося к нахождению частного от деления 4 на 2.
Вопрос mult (s(s(0)), X, s(s(s(0))))? для нахождения 3/2 не имеет решения. Во многих при​ложениях требуется, чтобы целочисленное деление давало в качестве 3/2 результат 1. Напи​шите программу целочисленного деления. (Указание: используйте повторяющееся вычитание.)

3.2. Списки

Рассмотрим бинарная структура – список. Первый аргумент списка - это элемент, второй аргумент рекурсивно определяет​ся как остаток списка. При построении списков, как и при построении чисел, необходимо наличие константного символа, чтобы рекурсия не была бесконечной. Это «пустой список», называемый nil, будем обозначать его знаком [ ]. Также требуется функтор арности 2. Исторически общепринятый функтор для списков обозначается «(», но будем использовать специальную запись. Терм  ( (X, Y) будет обозначаться [X | Y]. Компоненты терма имеют специальные названия: X называется головой, а Y-хвостом списка. 

Определим список с помощью логической программы

list (Xs)(Xs- список.
list ([ ]).

list ([X | Xs]): -  list(Xs).
Программа 3.7. Определение списка.
Данная программа гласит: списком является либо пустой список, либо значение функции, хвост которой список.
Замечание: Будем обозначать голову списка Xs – X, а хвост – Xs.

Фундаментальной операцией является определение вхождения отдельного элемента в список. Предикатом, задающим это отношение, будет member(Element,List). Программа 3.8 является рекурсивным описанием отношения member/2.
Декларативное понимание программы 3.8: “X является элементом списка, если в соответствии с первым предложением X - голова списка или в соответствии со вторым предложением -X является элементом хвоста”. Значение программы есть множество всех основных примеров цели member (X,Xs), где X -элемент списка Xs 
member (Element, List) ( Element является элементом списка List

member (X, [X | Xs]).

member (X, [Y | Ys]): - member (X, Ys).

Программа 3.8. Принадлежность списку.

Рассмотрим предикат sublist (Sub, List), служащий для определения, является ли список Sub подсписком List. Подсписок должен содержать последовательные элементы, т.е. список [b, c] является подсписком списка [a, b, c, d], а список [a, c] -  не является подсписком списка [a, b, c, d]. Для упрощения определения  отношения sublist выделим два случая подсписков: начальный подсписок (prefix) и конечный подсписок (suffix). Предикат prefix (Prefix, List) истинен, если Prefix является начальным подсписком List (например, prefix ([a, b], [a, b, c, d]) - истинен). Предикат suffix (Suffix, List) утверждает, что Suffix является конечным подсписком List (например, suffix ([b, c], [a, b, c]) - истинен).
prefix (Prefix, List)( список Prefix есть префикс списка List.
prefix ([ ],Ys).
     prefix ([Х | Xs], [X | Ys]): - prefix (Xs, Ys).
suffix (Suffix, List)( список Suffix есть суффикс списка List.
suffix (Xs, Xs).
suffix (Xs, [Y | Ys]): - suffix (Xs, Ys).
Программа 3.9. Префикс и суффикс списка.
Произвольный подсписок может быть определен в терминах префикса и суффикса, а именно как суффикс некоторого префикса или префикс некоторого суффикса.


a) суффикс префикса
sublist (Xs, Ys): - prefix (Ps, Ys),suffix (Xs, Ps).
Т.е. Xs является подсписком Ys , если существует такой префикс Ps списка Ys, что Xs – суффикс Ps.
b) префикс суффикса
sub1ist (Xs, Ys): - prefix (Xs, Ss), suffix (Ss, Ys).
Определение, двойственное определению a).
c) рекурсивное определение отношения sublist
sublist (Xs, Ys): - prefix (Xs, Ys).

sublist (Xs, [Y | Ys]): - sublist (Xs, Ys).
d) суффикс префикса с использованием append
sublist (Xs, As, XsBs): -

append (As, XsBs, AsXsBs),

append (Xs, Bs, XsBs).
e) префикс суффикса с использованием append

 sublist (Xs, As, XsBs): -

 append (AsXs, Bs, AsXsBs),

 append (As, Xs, AsXs).
Программа 3.10. Определение подсписка списка.
Предикат prefix может быть также использован в качестве основы рекурсивного определения отношения sublist. Такое определение дается программой 3.10,с. Ба​зовое правило гласит, что префикс списка является подсписком списка. В ре​курсивном правиле записано, что подсписок хвоста списка является подсписком самого списка.
Предикат member можно считать частным случаем предиката sublist, задав правило
member (X, Xs): - sublist ([X], Xs).
Основной операцией над списками является соединение двух списков для получения третьего. Эта операция задает отношение append (Xs, Ys, Zs) между двумя списками Xs, Ys и результатом их соединения, списком Zs. Программа 3.11, задающая append, имеет структуру, идентичную структуре программы 3.5 для отношения plus.
append (Xs, Ys, XsYs)( XsYs – результат соединения Xs и Ys.

append ([], Ys, Ys).

append ([X | Xs], Ys, [X | Zs]): - append (Xs, Ys, Zs).

Программа 3.11. Соединение двух списков.

Основное использование состоит в соединении двух списков в один с помощью вопроса вида append ([a, b, c], [d, e], Xs)?, ответом на который будет Xs = [a, b, c, d, e]. Поиск ответа на вопрос вида append (Xs, [c,d], [a, b, c, d])? сводится к нахождению разности Xs = [а, b] между списками [c, d] и [a, b, c, d]. Однако в отличие от отношения plus первые два аргумента отношения append не симметричны, и поэтому существуют два различных варианта нахождения разности между двумя списками.
Процедурой, аналогичной разбиению натурального числа, является процедура расщепления списка. Например, при обработке вопроса append (As, Bs, [a, b, c, d])? ищутся такие списки As и Bs, что соединение списков As и Bs дает список [a, b, c, d]. Вопросы о расщеплении списка становятся более содержательными при частичном уточнении вида получаемых списков. Введенные выше предикаты member, sublist, prefix и suffix могут быть определены в терминах предиката append, если последний использовать для расщепления списков.
Наиболее просто определяются предикаты prefix и suffix, в определении не​посредственно указывается, какая из двух частей расщепления интересует:
prefix (Xs, Ys): - append (Xs, As, Ys).

suffix (Xs, Ys): - append (As, Xs, Ys).
Отношение sublist определяется с использованием двух целей вида append. Существуют два различных варианта определения, они приведены в программах 3.10d и 3.10е. Эти две программы получены соответственно из программ 3.10а и 3.10Ь заменой целей вида prefix и suffix на их выражения в терминах предиката append.
Отношение member может быть определено через отношение append следующим образом:
member (X, Ys): - append (As, [X | Xs], Ys).
В определении сказано, что X является элементом списка Ys, если Ys может быть расщеплен на два списка, причем Х - голова второго списка.
Аналогичное правило может быть приведено для отношения adjacent (X, Y, Zs), истинного, если X и Y являются соседними элементами списка Zs:
adjacent (X, Y, Zs): - append (As, [X, Y | Ys], Zs).

Еще одно отношение, задаваемое с помощью отношения append, состоит в определении последнего элемента списка. В правиле указывается, что второй аргумент предиката append должен иметь вид списка из одного элемента:
last (X, Xs): - append (As, [X], Xs).
Многократное применение предиката append может быть использовано для определения отношения reverse (List, Tsil). Подразумеваемое значение предиката reverse состоит в том, что список Tsil содержит элементы списка List, расположенные в обратном порядке по сравнению с порядком в списке List. Примером цели, входящей в подразумеваемое значение программы, является reverse ([a,b,c], [c,b,a]). Простейший вариант, приведенный в программе 3.12а, является логическим эквива​лентом рекурсивного определения на естественном языке: рекурсивно обратить хвост списка и добавить затем первый элемент в конец обращенного хвоста.
reverse (list, Tsil)( список Tsil есть обращение списка List.
a) обращение списка
reverse ([ ],[ ]).
reverse ([X | Xs], Zs): - reverse (Xs, Ys), append (Ys, [X], Zs).
b) обращение с накоплением 
reverse (Xs, Ys): - reverse (Xs, [ ],Ys).

reverse ([X | Xs], Acc, Ys): - reverse (Xs, [X | Acc], Ys). Reverse ([ ], Ys, Ys)
Программа 3.12. Обращение списка.
Имеется иной способ определения предиката reverse (Xs, Ys, Zs), прямо не исполь​зующий обращений к предикату append. Определим вспомогательный предикат reverse (Xs, Ys, Zs), истинный, если Zs - результат соединения списка Ys с элементами обращенного списка Xs. Это определение приведено в программе 3.12б. Связь предикатов reverse/3 и reverse/2 задана в первом правиле программы 3.12б. Программа 3.12б эффективнее программы 3.12а. 
Рассмотрим еще одно отношение, программа 3.17, выражает отношение между числами и списками, основанное на рекурсивной структуре этих объектов. Предикат length (Xs, N) истинен, если длина списка Xs равна N, то есть список Xs содержит N элементов, где N-натуральное число. Например, length ([a, b], s(s(0))) означает, что список [a, b] содержит два элемента, эта цель принадлежит значению программы.
Length (Xs, N)( список Xs содержит N элементов.
length ([ ], 0). 

length ([X | Xs], s(N)): - length (Xs, N).
Программа 3.13.Определение длины списка.
Данная программа имеет различные возможности использования программы 3.13. Вопрос length ([a, b], X)? сводится к вычислению длины списка [a, b], равной 2. В вопросе length ([a, b], s(s(0)))? проверяется, имеет ли список [a, b] длину 2. Вопрос length (Xs, s(s(0)))? порождает списки длины 2 с различными элементами.
Упражнения к разделу 3.2.
1.
Следующие три правила задают вариант программы 3.10 для отношения sublist:
subsequence ([X | Xs], [X | Ys]): - subsequence (Xs, Ys).

subsequence (Xs, [Y | Ys]): - subsequence (Xs, Ys). 

subsequence ([ ], Ys).
Объясните, почему значение этой программы отличается от значения программы 3.10.

2.
Напишите рекурсивные программы для предикатов adjacent и last с теми же значениями, что и у предикатов, определенных ранее через append.
         3.  *Напишите программу для отношения double (List, Lis List), в котором каждый элемент списка List удваивается в списке ListList, например, double ([1, 2, 3], [1, 1, 2, 2, 3, 3]) выполнено.

4. Определите отношение sum (ListOfInteger, Sum), которое выполнено, если число Sum является суммой элементов списка LisOfInteger:.
а) используя предикат plus/З;
-
б) без использования каких-либо вспомогательных предикатов. 

3.3. Построение рекурсивных программ

Рассмотрим дополнительные программы, обрабатывающие списки.

Определим подразумеваемое значение отношения. Для удаления элемента из списка требуются три аргумента: удаляемый элемент X, список L1, в который может входить X, и список L2, из которого удалены все вхождения элемента X. Подходящей реляционной схемой является delete (L1, X, L2). Естественное значение состоит из всех основных при​меров, в которых список L2 получен из списка L1 удалением всех вхождений X.
При построении программы проще всего рассматривать некоторое конкретное использование. Рассмотрим вопрос delete ([a, b, c, b], b, X)?, типичный пример на​хождения результата удаления элемента из списка. Ответом служит X = [а,с]. Программа будет рекурсивной по первому аргументу. 
delete (List, X, HasNoXs)( список HasNoXs получен в результате удаления всех вхождений элемента X из списка List.
delete ([X | Xs], X, Ys): - delete (Xs, X, Ys).                                                          (1)
delete ([X | Xs], Z, [X | Ys]): - X ( Z, delete (Xs, Z, Ys).                                       (2)
delete ([ ], X, [ ]).                                                                                                      (3)
Программа 3.14. Удаление всех вхождений элемента из списка
(1) и (2) есть рекурсивная часть программы. Следует рассмотреть две возможности: X является удаляемым элементом и X отличен от удаляемого элемента. В первом случае искомым результатом будет рекурсивное удаление X из Xs. Подходящим правилом является (1).
Декларативное толкование: «Удаление X из списка [X | Xs] приводит к Ys, если удаление X из Xs приводит к Ys». Условие совпадения головы списка и удаляемого элемента задано с помощью общей переменной в заголовке правила.
Второй случай, в котором удаляемый элемент отличен от головы списка - X, подобен первому. Искомым результатом будет список, голова которого X, а хвост получен рекурсивным удалением элемента – (2).Декларативное понимание: «Удаление Z из списка [X | Xs] равно [X | Ys], если Z отлично от X и удаление Z из Xs приводит к Ys». Исходный случай задается  в(3). Из пустого списка не удаляет​ся ничего, результатом будет также пустой список. 
Рассмотрим выделение элемента из списка select (X, L1, L2). Значением отношения select (X, L1, L2) является множество всех основных примеров, в которых список L2 получается из списка LI удалением ровно одного вхождения X.
select (X, HasXs, OneLessXs)( список OneLessXs получен в результате удаления одного вхождения X из списка HasXs.
select ( X, [X | Xs], Xs).
select (X, [Y | Ys], [Y | Zs]): - select (X, Ys, Zs).
Программа 3.15. Выделение элемента из списка.
Декларативное понимание программы: "Выделение элемента X из списка [X | Xs] приводит к Xs или выделение X из списка [Y | Ys] приводит к [Y | Zs], если выделение X из списка Ys приводит к Zs
Рассмотрим приемы сортировки списков. Логическая спецификация сортировки списка состоит в нахождении упорядочен​ной перестановки исходного списка. Эта спецификация может быть непосредственно записана в виде логической программы. Основная реляционная схема sort (Xs, Ys), здесь Ys список, содержащий элементы списка Xs, расположенные в порядке возрастания:
sort (Xs, Ys): - permutation (Xs, Ys), ordered(Ys).                               (1)
permutation (Xs, [Z | Zs]): -
select (Z, Xs, Ys), permutation (Ys, Zs).             


(2)

permutation ([ ],[ ]).                                             


(3)
ordered ([X]).                                                           


(4)
ordered ([X, Y | Ys]): - X ( Y, ordered ([Y| Ys]).  


 (5)
Программа 3.16. Сортировка перестановкой.
sort(Xs,Ys) <  pcrniutalion(Xs.Ys), ordcred(Ys).
Цель верхнего уровня – сортировка (1) разделена. Следует определить отношения permutation и ordered.Проверка того, что элементы списка расположены в возрастающем порядке, может быть выражена в (4) и (5). Факт утвержда​ет, что список из одного элемента всегда упорядочен. Правило утверждает, что список упорядочен, если первый элемент списка не больше второго и остаток списка, начинающийся со второго элемента, упорядочен. Программа для отношения permutation сложнее. Один из способов перестановки списка состоит в выделении того элемента, который будет первым в переставленном списке, и рекурсивной перестановке остатка списка – (2) и (3). 
Существует еще один метод сортировки. Идея состоит в сортировке списка путем разделения его на две части, рекурсивной сортировке частей и последующем объединении частей для получения отсортированного списка. Этот подход используется в сортировке вставкой.
sort ([X | Хs], Ys): - sort (Xs, Zs), insert (X, Zs, Ys).

sort ([ ], [ ]).
insert (X, [ ], [X]).
insert (X, [Y | Ys], [Y | Zs]): - X > Y, insert (X, Ys, Zs).
insert (Х, [Y | Ys], [X, Y | Ys]): - X ( Y.
Программа 3.17. Сортировка вставкой.

В сортировке вставкой один элемент (обычно первый) удаляется из списка. Остаток списка сортируется рекурсивно, затем элемент вставляется в список с сохранением порядка в списке.
Идея быстрой сортировки состоит в разделении списка путем выбора про​извольного элемента списка и дальнейшего разбиения списка на элементы, меньшие выбранного, и элементы, большие выбранного. Отсортированный список состоит из меньших элементов, за которыми следует выбранный элемент и далее - большие элементы. В описываемой программе в качестве основы разбиения берется первый элемент.

quictsort ([X | Xs],Ys): -
partition (Xs, X, Lilties, Bigs),
quicksort (Littles, Ls),
quicksort (Bigs, Bs),
append (Ls, [X | Bs], Ys).  (1)

           quicksort ([ ],[ ]).                     (2)

           partition ([X | Xs], Y, [X | Ls], Bs): - X ( Y, partition (Xs, Y, Ls, Bs). (3)

           partition ([X | Xs], Y, Ls, [X | Bs]): - X > Y, partition (Xs, Y, Ls, Bs). (4)

           partition  ([ ], Y, [ ], [ ]).                                                                          (5)
Программа 3.18. Быстрая сортировка

Программа 3.18 определяет отношение sort с помощью алгоритма быстрой сор​тировки. Рекурсивное правило для sort (1) означает: “Ys есть отсортированный вариант[X | Xs], если списки Littles и Bigs-результат разбиения списка Xs на элементы, меньшие X и большие X соответственно; Ls и Bs результаты рекурсивной сорти​ровки Littles и Bigs, и Ys есть результат соединения Ls и [X | Bs]”. Рассматривают два случая: голова текущего списка  меньше и больше элемента, определяющего разбиение. Декларативное понимание первого предложения partition (3): “Разбиение списка с головой X и хвостом Xs в соответствии с элементом Y дает списки [X | Littles] и Bigs, если X не больше Y и разбиение списка Xs в соответствии с Y дает списки Littles  и Bigs”. (4) понимается аналогично. (5): Пустой список разбивается на два пустых списка.
3.4. Бинарные деревья

Следующий рекурсивный тип данных, который  рассмотрим, - бинарные деревья. Бинарные деревья задаются с помощью тернарного функтора tree (Element, Left, Right), где Element- элемент, находящийся в вершине, a Left и Right соответственно левое и правое поддерево. Пустое дерево изображается атомом empty или empty. Например, дерево
         а
         /\ 
       b  c

может быть задано как tree (a, tree (b, empty, empty), tree (c, empty, empty) ).
Логические программы, работающие с бинарными деревьями, подобны программам, работающим со списками. Как и в случаях натуральных чисел и списков, начнем с типового определения бинарного дерева. Оно дается программой 3.23.
binary_tree(Tree) ( Tree -бинарное дерево.
binary_tree (empty).
binary_tree (tree (Element, Left, Right)): -
binary_ tree (Left), binary_tree (Right).
Программа 3.19. Определение бинарного дерева.

Эта программа с двойной рекурсией, т.е. в теле рекурсивного правила имеются две цели с тем же предикатом, что и в заголовке правила. 
Рассмотрим некоторые программы обработки деревьев.

Первый пример состоит в проверки, появляется ли некоторый элемент в дереве. Реляционная схема - tree_member (Element. Tree). Отношение выполнено, если элемент Element яв​ляется одной из вершин дерева Tree. В программе 3.20 приведено определение. Декларативное понимание программы: «X - элемент дерева, если X находится в вершине (согласно факту), пли X -элемент левого или правого поддерева (согласно двум рекурсивным правилам)».
tree_member (Element, Tree)( Element является элементом бинарною дерева Tree.
tree_member (X, tree (X, Left, Right)).
tree_member (X, tree (Y, Left, Right)): - tree_member (X, Left).
tree_member (X, tree (Y, Left, Right)): - tree_member (X, Right).
Программа 3.20. Проверка принадлежности дереву.
Две ветви бинарного дерева различны, но во многих приложениях это различие несущественно. Возникает полезное понятие изоморфизма, которое определяет, являются ли два неупорядоченных дерева по существу одинаковыми. Два бинарных дерева T1 и Т2 изоморфны, если Т2 может быть получено из T1 изменением порядка ветвей в поддеревьях. На рисунке изображены три простых бинарных дерева. Первые два изоморфны, третье не изоморфно им.
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Два пустых дерева изоморфны. В случае непустых деревьев два дерева изоморфны, если элементы в вершинах дерева совпадают, и/или оба левых поддерева и оба правых поддерева изоморфны, или левое поддерево одного дерева изоморфно правому поддереву другого и два других поддерева тоже изоморфны
Рассмотрим программу, которая определяет предикат  isotree (Tree1,.Tree2), который истинен, если дерево Tree1 изоморфно дереву Tree 2.Аргументы входят в предикат симметрично. Программы, относящиеся к бинарным деревьям, используют двойную рекурсию, по одной на каждую ветвь.
isotree (Tree1, Tree2)( бинарные деревья Tree1 и Тree2 изоморфны.
isotree (empty, empty).

         isotree (tree (X, Left1, Rightl), tree (X, Left2, Right2)): -
isotree (Leftl, Left2), isotree(Right1, Right2).

          isotree (tree (X, Leftl, Rightl), tree (X, Left2, Right2)): -
isotree (Left1,Right2), isotree (Rightl, Left2).
Программа 3.21. Определение изоморфизма деревьев.
Рассмотрим программу подстановки элементов в бинарное дерево. Предикат substitute (X, Y, OldTree, NewTree) выполнен, если дерево NewTree получается из дерева OldTree заменой всех вхожде​ний элемента X на Y. Аксиоматизация отношения substitute/4 приведена в програм​ме 3.22.
substitute (X, Y, empty, empty).
substitute (X, Y, tree (X, Left, Right), tree (Y, Left , Right1)): -
substitute (X, Y, Left, Left1), substitute (X, Y, Right, Right1).

        substitute (X, Y, tree (Z, Left, Right),  tree (Z, Left1, Right1)): -

X ( Z, substitute (X, Y, Left, Left1).
     substitute (X, Y, Right, Rightl).
Программа 3.22. Подстановка терма в дерево

Во многих приложениях, использующих деревья, требуется доступ к элементам, указанным в вершинах. Основной является идея обхода дерева в предписанном порядке. Имеются три возможности линейного упорядочения при обходе:

· сверху вниз, когда сначала идет значение в вершине, далее вершины левого поддерева, затем вершины правого поддерева; 

· слева направо, когда сначала приводятся верши​ны левого поддерева, затем вершина дерева и далее вершины правого поддерева;
· снизу вверх, когда значение в вершине приводится после вершин левого и правого поддерева.
Определение каждого из этих трех обходов приведено в программе 3.23.
Рекурсивная структура определений одинакова, единственное отличие состоит в порядке элементов, полученных применением целей вида append.
pre_order (Tree, Рrе) ( Pre -  обход бинарного дерева Tree сверху вниз.
prе_order (tree (X, L, R), Xs): -
prе_order (L, Ls), pre_order (R, Rs), append ([X | Ls], Rs, Xs). 

prе_order (empty, [ ]).
in_order (Tree, In)(in_order -  обход бинарного дерева Тree слева направо.
in_order (tree (X, L, R), Xs): -
in_order (L, Ls), in_order (R, Rs), append (Ls, [X | Rs], Xs).

in_order (empty, [ ]).
post_ order (Tree, Post)( Post - обход бинарною дерева Tree снизу вверх.
post_order (tree (X, L, R), Xs): -
post_order (L, Ls),
post_order (R, Rs), 
append (Rs, [X], Rsl), 
append (Ls, Rsl, Xs).

 post_order (empty, [ ]).
Программа 3.23. Обходы бинарного дерева.
Упражнения к разделу 3.4.
1. Составьте программу subtree (S, T), определяющую, является ли S поддеревом Т.
2. Определите отношение sum_tree (TreeOflntegers, Sum), выполненное, если число Sum равно сумме целых чисел, являющихся вершинами дерева TreeOfIntegers.
3. *Определите отношение ordered(Tree), выполненное, если дерево Tree является упорядоченным деревом целых чисел, т.е. число, стоящее в любой вершине дерева, больше любого элемента в левом поддереве и меньше любою элемента в правом поддереве. (Указание: Определите два  вспомогательных отношения  ordered_ left (X,  Tree)  и ordered_right (X, Tree), выполненных, если Х меньше (больше) корня дерева Tree и дерево Tree упорядочено.)

4. Определите отношение treeInsert (X, Tree, Tree1), выполненное, если упорядоченное де​рево  Treel получается вставкой элемента  X   в упорядоченное дерево Tree. Если X уже присутствует в Tree, то Tree1 совпадает с Tree.
3.5. Работа с символьными выражениями

Рассмотрим три примера более сложных рекурсивных программ: программа описания много​членов, программа символьного дифференцирования и программа проверки выполнимости булевой формулы.
Первый пример - программа, распознающая многочлены от переменной X. Многочлены определяются индуктивно. Как сама переменная X, так и любая константа являются многочленами oт X. Сумма, разность и произведение много​членов от X являются многочленами от X. Многочленами также являются резуль​таты возведения многочлена в целую степень и деления многочлена на ненулевую константу.
Примером многочлена от x служит х2  - 3x + 2. Данное утверждение следует из того, что это выражение есть сумма х2  - 3x и 2, принадлежность х2  - 3x множеству многочленов устанавливается рекурсивно. Записав в требуемой форме приведенные выше неформальные правила, мы получим логическую программу, распознающую многочлены. Программа 3.24 задает отношение polynomial (Expression, X), истинное, если выражение Expression есть многочлен от переменной X. Приведем декларатив​ное понимание двух правил программы. Факт polynomial (X,X) утверждает, что сам терм X есть многочлен. Правило
polynomial (Terml + Term2, X): -
polynomial (Terml, X), polynomial (Term2, X).
утверждает, что сумма Term1 + Term2 есть многочлен от X, если Term1 и Теrm2 многочлены от X. Дополнительными соглашениями, принятыми в программе 3.24, являются  использования  одноместного  предиката  constant для  распознавания констант и бинарного функтора «(» для обозначения возведения в степень. Терм X ( Y обозначает XY.
polynomial (X, X).

polynomial (Term, X): - constant (Term).

polynomial (Term1 + Term2, X): - polynomial (Term1, X), polynomial (Term2, X).

polynomial (Term1 -  Term2, X): - polynomial (Term1, X), polynomial (Term2, X). 

polynomial (Term1 * Term2, X): - polynomial (Term1, X), polynomial (Term1, X). 

polynomial (Term 1 / Term2, X): - polynomial (Term1, X), constant(Term2). 

polynomial (Term ( N, X): - natural_number (N),  polynomial (Term, X).
Программа 3.24 Распознавание многочленов.
Следующий пример - программа нахождения производной. Реляционной схемой будет derivative (Expression, X, DiffExpression). Подразумеваемое значение - выраже​ние DiffExpression есть производная выражения Expression по переменной X.
Как и в случае программы распознавания многочленов, логическая программа дифференцирования - просто набор соответствующих правил дифференцирования, записанный в корректном синтаксисе. Например, факт
derivative (X, X, s(0)).
означает, что производная X по X есть 1. Факт 

derivative(sin(X) ,X, cos(X)).
означает, что производная sin(X) по X есть cos(X). 
Типичный набор функций и их производных описан в программе 3.25.
derivative (Expression, X, DiffExpression)(
DiffExpression  производная выражения Expression по X.
derivative (X, X, s(0)).

derivative (X ( s(N), X, s(N) * X ( N). 

derivative (sin(X), X, cos(X)).

derivative (cos(X), X, -sin(X)).

derivative (e ( X, X, e ( X).

derivative (log(X), X, l/X).

derivative (F + G, X, DF + DG): -derivative (F,X,DF), derivative (G,X,DG).

derivative (F - G, X, DF - DG): - derivative (F, X, DF), derivative (G, X, DG).

derivative (F*G, X, F*DG + DF*G): - derivative (F, X, DF), derivative (G, X, DG).

 derivative (1/F, X, -DF/(F*F)): - derivative (F, X, DF).

 derivative (F/G, X, (G*DF - F*DG)/(G*G)): - derivative (F, X, DF), derivative (G, X, DG).
Программа 3.25. Правила дифференцирования
Заключительный пример относится к булевым формулам.
Булева формула есть терм, определяемый следующим образом: 

константы true и false булевы формулы; если X и Y булевы формулы, то X ( Y, X ( Y и ~X буле​вы  формулы,  здесь ( и ( бинарные  инфиксные  операторы дизъюнкции  и конъюнкции, а - ~  унарный префиксный оператор отрицания. 
Программа 3.26 представляет собой логическую программу, определяющую истинность и ложность булевой формулы. Так как она может использоваться в случае булевой формулы с переменными, то эта программа важнее, чем кажется на первый взгляд. Булева формула с переменными выполнима, если существует истин​ный пример формулы. Она опровержима, если существует ложный пример. Эти отношения и вычисляются в программе.
satisfiable (Formula)( существует истинный пример булевой формулы Formula.
satisfiable (true).
satisfiable (X ( Y ): - satisfiable (X), satisfiable(Y).

satisfiable (X ( Y ): - satisfiable (X).

satisfiable (X ( Y ): - satisfiable (Y).

satisfiable (~X): -  invalid (X).
invalid (Formula)( существует ложный пример булевой формулы Formula.

invalid (false).
invalid (X ( Y ): - invalid (X), invalid (Y).

invalid (X ( Y ): - invalid (X).

invalid (X ( Y ): - invalid (Y).

invalid (~X): - satisfiable (X).
Программа 3.26. Выполнимость булевых формул

Упражнения к разделу 3.5.
1.  Напишите программу, определяющую, в нормальной ли форме задана арифметическая сумма, т.е. имеет ли она вид А + В, где А -  константа, а В - сумма в нормальной форме.

2.  Напишите определение типа «булева формула».
3.  Напишите программу, распознающую логические формулы в конъюнктивной нормальной форме, т.е. формулы, являющиеся конъюнкцией дизъюнкций литералов, где литерал - атомарная формула или ее отрицание.
4.  Напишите программу, задающую отношение negation_ inwards (F1, F2),  которое выполнено, если логическая формула F2 получается из логической формулы F1 внесением всех операторов отрицания внутрь конъюнкций и дизъюнкций.
5.  Напишите программу приведения логической формулы к конъюнктивному нормальному виду, т.e. к конъюнкции дизъюнкций литералов.

Лекция 4. Вычислительная модель логических программ

4.1. Унификация 

Основу вычислительной модели логических программ составляет алгоритм унификации. Унификация является основой автоматической дедукции и логического вывода в задачах искусственного интеллекта.
Рассмотрим терминологию, необходимую для описания алгоритма. Терм t есть общий пример двух термов t1 и t2, если существуют такие подстановки (1 и (2, что t равно t1(1 и  t2(22. Терм s называется более общим, чем терм t, если t -пример s, но s не является примером t. Терм s называется алфавитным вариантом терма t, если t -пример s и s – пример t. Алфавитные варианты совпадают с точностью до переименования переменных, входящих в термы, например, термы member (X, tree (Left, X, Right)) и member (Y, tree (Left, Y, Z)) являются алфавитными вариантами.
Унификатором двух термов называется подстановка, которая делает термы одинаковыми. Если существует унификатор двух термов, то термы называются унифицируемыми. Любой унификатор определяет общий пример, и обратно, любой общий пример определяет унификатор, например, append ([1, 2, 3], [3, 4], List) и append ([X | Xs], Ys, [X | Zs]) унифицируемы. Унифицирующая подстановка {X = 1, Xs = [2 ,3], Ys = [3, 4], List = [1, Zs]}. Общий пример, задаваемый этой подстановкой, - это append ([1, 2, 3], [3, 4], [1 | Zs]).
Наибольшим общим унификатором, или н.о.у, двух термов называется уни​фикатор, соответствующий наиболее общему примеру. Если два терма унифи​цируемы, то существует единственный наибольший общий унификатор. 
Алгоритм унификации находит наибольший общий унификатор двух термов, если такой существует. Если термы не унифицируемы, алгоритм сообщает об отказе.
Рассмотрим алгоритм унификации. Он основан на решении системы равенств. Входом алгоритма являются два терма - Т1 и Т2. Результатом работы алгоритма является н. о. у. двух термов, если термы унифицируемы, или отказ, если термы не унифицируемы. Алгоритм использует стек для хранения равенств, подлежащих решению, и ячейку памяти ( для построения выходной подстановки. В начале работы ячейка ( пуста, в стек помещается равенство Т1 = Т2. Алгоритм состоит из цикла, в теле которого из стека считывается и обрабатывается одно равенство. Цикл завершается, если в процессе работы появляется сообщение об отказе или стек оказывается пустым.
Рассмотрим возможные действия при считывании равенства S = Т. Простейший случай, когда S и T - одинаковые константы или переменные. Тогда равенство корректно, и ничего делать не надо. Вычисление продолжается, из стека считывается следующее равенство.
Если S- переменная, а T - терм, не содержащий вхождений S, то происходит следующее. В стеке отыскиваются же вхождения переменной S и каждое из них заменяется на Т. Аналогично вес вхождения S в ( заменяются на Т. Затем подстановка S = Т добавляется к (. Существенно, что S не входит в Т. 
Если Т-переменная, S-терм, не содержащий Т, т. е. T удовлетворяет проверке на вхождение относительно S, то выполняется аналогичная последовательность действий.
Равенства добавляются в стек, если S и T -составные термы с одним и тем же главным функтором одной и той же арности, например: f (S1, ..., Sn) и f (T1, ...,Тn). Для унификации термов следует совместно унифицировать каждую пару аргу​ментов, что достигается помещением в стек n равенств вида Si = Ti.
Во всех остальных случаях выдается сообщение об отказе, и работа алгоритма завершается. Если стек пуст, то термы унифицируемы и унификатор содержится в (. Полный алгоритм приведен ниже.
Вход:

     Два терма Т1 и T2, которые надо унифицировать.
Результат: Подстановка ( -  н.о. у. термов Т1 и Т2 или отказ.

 Алгоритм:  Начальное значение подстановки ( пусто, стек содержит равенство T1 = T2,

      failure:= false, пока стек не пуст и не failure, выполнить

считать X =  Y из стека 
ветвление
X - переменная, не входящая в Y:
заменить все вхождения X в стеке и в ( на Y
добавить X = Y к (.
Y - переменная, не входящая в X:
      заменить все вхождения У в стеке и в ( на X
      добавить Y = X к (.
X и Y - одинаковые константы или переменные: 

         продолжать
               X есть f (X1, ...,  Хп) и Y есть f (Y1, ..., Yn)
для некоторого функтора f и п > 1:
поместить Xi = Y, для всех i = 1, ..., п в стек 
в остальных случаях: failure:= true
      если failure, то результат - отказ:

      иначе результат (.
Рассмотрим попытку унификации термов append ([a, b], [c, d], Ls) и append ([X | Xs], Ys, [ X | Zs]). Начальное состояние стека:
append ([a, b], [c, d], Ls) =  append ([X | Xs], Ys, [ X | Zs]).
Эти два терма имеют один и тот же функтор - append одной арности 3, поэтому в стек добавляются три равенства, соответствующие подтермам двух термов: 

[а, b] = [X | Xs],  [c, d] = Ys и Ls = [X | Xs].
Следующее равенство [а, b] = [X | Xs] считывается из стека. Эти два составных терма имеют один и тот же функтор «•» арности 2, поэтому в стек добавляются два равенства а = X и [b] = Xs. Далее считывается равенство а = X. Ситуация совпа​дает со второй ветвью алгоритма. X - переменная,  не входящая в константу а. Все вхождения X в стеке заменяются на а. Одно равенство при этом изменяется, а именно: Ls = [a | Zs]. Равенство X = а добавляется к начальной пустой подстановке, и работа алгоритма продолжается. Считывается следующее равенство: [b] = Xs. Вновь работает вторая ветвь алгоритма. Равенство Xs = [b] добавляется к множеству подстановок, стек про​веряется на вхождения Xs. Таких вхождений нет, считывается следующее равенство. Все та же вторая ветвь используется и для равенства [c, d] = Ys. Новая под​становка Ys = [c, d] добавляется к имеющимся, и считывается последнее равенство Ls = [a | Zs]. Здесь применима симметричная первая ветвь алгоритма. Ls не входит в [a | Zs], так что равенство добавляется к унификатору и алгоритм успешно завершает работу. Унификатором является подстановка {X =a, Xs = [b], Ys = [c, d], Ls = [a |Zs]}. Общий пример, полученный с помощью унификатора, - append ([a, b], [c,d], [a | Zs]). При данной унификации в процессе работы подстановки не изменялись.

Проверка на вхождение необходима, чтобы предотвратить попытку унифици​ровать термы, как s(X) и X. Эти термы не имеют конечного общего примера.
Упражнении к разделу 4.1.
1. Что является н.о.у. термов append ([b], [c, d], L) и  append ([X | Xs], Ys, [X |Zs])?
4.2. Абстрактный интерпретатор логических программ

Неформально процесс вычисления логической программы может быть описан следующим образом. Он начинается с некоторого исходного (возможно, конъюнк​тивного) вопроса G и завершается одним из двух результатов: успешное завершение или отказ. В случае успешного завершения результатом должен быть доказанный пример G. Для данного вопроса может существовать несколько успешных вы​числений, дающих различные результаты.
Вычисление развивается с помощью редукции целей. На каждом этапе имеется некоторая резольвента, т.е. конъюнкция целей, которые следует доказать. Выбирается такая цель в резольвенте и такое предложение в логической программе, что заголовок предложения унифицируем с целью. Вычисление продолжается с новой резольвентой, полученной из старой заменой выбранной цели на тело выбранного предложения и последующим применением наибольшего общего уни​фикатора заголовка предложения и выбранной цели. Вычисление завершается, если резольвента пуста. 
Для более формального описания вычислений введем несколько полезных понятий. Вычислением цели Q = Qo программой Р называется, возможно беско​нечная,  последовательность  троек  <Qi, Gi, Ci>, где Qi -  конъюнктивная  цель, Ci - цель, входящая в Qi, Ci - предложение А ( B1 , ..., Bk  в Р с таким переименованием, что новые символы переменных не встречаются в Qj, 0 ( j ( i. Для всех i > 0 цель Qi+1 , является или результатом замены Gi на тело Сi в Qi и применения подстановки Qi наибольшею общего унификатора термов Gi и Аi (Аi  - заголовок Сi,), или константой true, если Gi   - единственная цель в Qi, и тело Сi пусто, или константой отказ, если Gi  и заголовок Сi не унифицируемы.

 Цели Bi(i называются производными от цели Gj и правила Сj. Цель Gj = Bik(, где Bik входит в тело предложения Сi, называется порожденной Gi и Ci. Цель Gi называется предшественником любой порожденной ею цели. Две цели с общим предшественником называются родственными целями.
Протоколом  вычисления <Qi, Gi, Ci> логической программы называется после​вательность пар <Gi , (i’>, где (i’ - подмножество н.о.у. (i, полученного на i-й редукции и ограниченного переменными из G.
Опишем абстрактный интерпретатор логических программ. Интерпретатор решает вопрос G с помощью программы Р. Результатом работы интерпретатора будет пример G, если найдено доказательство такого примера, или отказ, если в процессе вычисления возник отказ. Заметим, что интерпретатор может и отказаться закончить вычисления, если они бесконечны
Вход:

       Логическая программа Р
       цель G
Результат:  G(, если это пример G, выводимый из Р,  или отказ, если возник отказ 
Алгоритм:    Начальная резольвента равна входной цели G
    Пока резольвента непуста, выполнить
Выбрать такую цель А из резольвенты и такое (переименованное) предложение
А’( В1, В2, ..., Bn,  п ( 0 из Р, что A и А' унифицируемы с н.о. у. (
(если нет таких цели и правила, то выйти из цикла). 

Удалить А и добавить В1, В2, .., Вп к резольвенте.

 Применить ( к резольвенте и к G.

      Если резольвента пуста, то результат – G,

 иначе результат-отказ.
Пример вопроса, для которого найдено доказательство, называется решением вопроса. Метод, в соответствии с которым добавляются и удаляются цели в резольвентах, называется методом расписания интерпретатора. 
Рассмотрим решение вопроса append ([a, b], [c,d], Ls)? относительно программы, задающей отношение append с использованием приведенного интерпретатора. Начальная резольвента – append ([a,b], [c,d], L.s). Поскольку имеется единственная цель, то она и выбирается для редукции. Выбранным правилом будет 
append([X | Xs], Ys, [X | Zs]): - append (Xs, Ys, Zs).

Унификатор цели и заголовка -{X = a, Xs = [b], Ys = [c, d], Ls = [a | Zs]}. Новой ре​зольвентой будет пример терма append (Xs, Ys, Zs) при применении унификатора, т.е. append ([b], [c, d], Zs). Эта цель выбирается на следующей итерации цикла. Вы​бирается то же предложение для отношения append, но во избежание конфликта переменные должны быть переименованы. 
append [X1 | Хs1],  Ys1, [X1 | Zs1]): - append(Xs1, Ys, Zs1).
Унификатор заголовка и цели - {X1 = b, Xs1 = [ ], Ys1 = [c, d], Zs = [b | Zs1]}. Новая резольвента - append ([ ], [c, d], Zs1). Далее выбирается факт append ([ ], Zs2, Zs2). Унифика​тор – {Zs2 = [c,d]}. Новая резольвента пуста, и вычисление заканчивается. Для получения результата вычислений применим соответствующую часть вычисленного н.о.у. Первая унификация привела к изменению Ls на  [а | Zs]. Во второй унификации Zs превратилось в [b | Zs1]. Далее Zs1 стало [c, d]. Объединяя, получим, что Ls имеет значение [а | [b | [c, d]]], или, упрощенно, [а, b, с, d].
Вычисление может быть представлено протоколом. 

append ([a, b], [c, d], Zs)



Zs = [a | Zs1]



append ([b], [c, d], Zs1)


Zs1 = [b | Zs2]




append ([ ], [c, d], Zs2)

Zs2 =  [c, d]




true





  Output: Zs = [a, b, c, d].

В некоторых вычислениях, например, как в приведенном выше , на каждом шаге вычислений может быть использовано ровно одно предложение для редукции очередной цели. Такие вычисления называются детерминированными.
Упражнения к разделу 4.2.

1.  Постройте протоколы решения цели sort([3, 1, 2], Xs)? при сортировке перестановкой, сортировке вставкой и быстрой сортировке.

2. Постройте протокол решения цели derivative (3*sin(x) -  4*cos(x,D)) при использовании
программы 3.29 для отношения derivative.
3. Потренируйтесь в разработке протоколов для своих программ.
4.3. Семантика логических программ

Семантика сопоставляет значение с программой. 
Операционная семантика позволяет процедурно описывать значение программы. Операционное значение логической программы Р - это множество основных целей, являющихся примерами вопросов, которые программа Р решает с помощью абстрактного интерпретатора.
Декларативная семантика логических программ основана на стандартной тео​ретико-модельной семантике логики первого порядка. Для ее описания дадим несколько определений.
Пусть Р - логическая программа. Универсуум Эрбрана программы P, обозна​чаемый U(Р), - это множество всех основных термов, которые могут быть построе​ны из констант и функциональных символов, входящих в Р. Пусть, например, P - программа, определяющая натуральные числа:
natural_number (0).
natural_number (X)): - natural_ number(X).
В программе имеется один символ константы - 0 и один унарный функциональный символ - s. Универсуум Эрбрана U(Р) данной программы есть {0, s(0), (s(s0)),...}. В общем случае универсуум Эрбрана бесконечен, если в программу входит хотя бы один функциональный символ. Если в программу не входят символы констант, то выбирается произвольным образом одна константа.
Базис  Эрбрана, обозначаемый B(P), есть множество всех основных целей, которые можно построить с помощью предикатов программы Р и термов универсуума Эрбрана. Если универсуум Эрбрана бесконечен, то бесконечен и базис Эрбрана. В нашем примере программа содержит один предикат natural_number.  Базис Эрбрана B(P) – {natural_number (0), natural_number(s(())),....}.
Интерпретация логической программы – это некоторое подмножество базиса Эрбрана. Интерпретация сопоставляет истинность и ложность элементам базиса Эрбрана. Цель, принадлежащая базису Эрбрана, являемся истинной относительно данной интерпретации, если цель входит в данную интерпретацию, и противном случае цель является ложной.
Интерпретация I является моделью логической программы, если каждый основ​ной пример A(B1, ..., Вп правила программы удовлетворяет следующему свойству: если B1, ..., Вп п принадлежат I, то и A принадлежит I. Моделями являются интерпретации, согласованные с декларативным пониманием предложе​ний программы.
В примере цель natural_number(0) должна входить в каждую модель; кроме того, если natural_number (X) принадлежит модели, то и natural_number (s(X)) принадлежит модели. Таким образом, любая модель программы  содержит весь базис Эрбрана.
Пересечение двух моделей логической программы Р также является моделью. Это свойство позволяет определить пересечение всех моделей. Модель, полученная пересечением всех моделей, называется минимальной моделью и обозначается М(Р). Минимальная модель и есть декларативное значение программы.
Декларативное значение программы для natural_number, т.е. ее минимальная модель, совпадает с полным базисом Эрбрана  - {natural_number (0), natural_num​ber (s (0)), natural_number (s (s (0))),..,}.
Рассмотрим декларативное значение программы , определяющей отношение append:
append [X | Xs], Ys, [ X | Zs]): - append (Xs, Ys, Zs).

append([ ], Ys, Ys).
Универсуум Эрбрана [ ], [[ ]]. [[ ]. [ ]], иными словами, - все списки, которые можно построить, используя константу [ ]. Базис Эрбрана - все комбинации списков с предикатом append. Декларативное значение - все основные примеры цели append ([ ], Ys, Ys), т.е. append([ ],[ ], [ ]), append ([ ], [[ ]], [[ ]]),..., а кроме того, такие цели, как аррend ([[ ]], [ ], [[ ]]), логически следующие ввиду применения (применений) правила. В данном случае значение будет лишь подмножеством базиса Эрбрана. Цель append ([ ], [ ], [[ ]]) не принадлежит значению про​граммы, хотя и принадлежит базису Эрбрана.
Денотационная семантика устанавливает значения программам, основываясь на объединении программы с функцией, определенной в области вычисления программы. Значение программы определяется как наименьшая неподвижная точка функции, если такая точка существует. Областью вычислений логических программ являются интерпретации.
Все различные определения  семантики в действительности описывают один и тот же объект. Операционная, декларативная и денотационная семантики совпадают. Следовательно, значение логической программы можно определить как минимальную модель программы. 

Лекция 5. Анализ структуры термов

5.1. Типовые предикаты

Типовые предикаты - это унарные отношения, связанные с типом терма. Такие предикаты проверяют, является ли данный терм константой или структурой. Можно уточнить вид константы - является ли она целым числом или атомом. Допускаются четыре типовых предиката: integer/I, atom/I, constant/1 и com​pound/1. 
integer (Х)      -  X - целое число.
atom (X)            -  X - атом.
constant (X)     - Х - константа (целое число или атом).
compound (X)  - Х - основной терм.
Можно считать, что каждый типовый предикат как бы определен бесконечной таблицей фактов: таблицей целых чисел – integer (0), integer (1), integer (- 1), ...; таблицей атомов в программе – atom (foo), atom (bar),...;  таблицей функциональных символов в программе с переменными аргументами – compound (отец (X, Y)), compound (сын (X, Y)),... Отношение constant определяется таблицей, являющейся объединением таблицы целых чисел и таблицы атомов. Данные предикаты могут быть использованы лишь целями, имеющими конечное число решений. Если подобный предикат использовать в цели, имеющей бесконеч​ное число решений, то возникнет сообщение об ошибке. 
Приведем пример применения типовых предикатов в программе, раскрывающей список списков. Отношение flatten (Xs, Ys) истинно, если Ys - список элементов, встречающихся в списке списков Xs. Элементы списка Xs сами могут быть элементами или списками, так что элементы могут находиться на любой глубине вложенности. Пример цели, принадлежащей значению программы flatten,  - flatten ([[a], [b, [c, d]], e], [a, b, c, d]).

Простейший вариант программы flatten использует двойную рекурсию. 
flatten ([X | Xs],Ys): - flatten (X, Ys1), flatten (Xs, Ys2), append (Ys1, Ys2, Ys).
(1)

flatten (X, [X]): - constant(X), X ( [ ].






(2)


flatten ([ ],[ ]).









(3)
Программа 5.1а. Раскрытие списка с помощью двойной рекурсии.
Для раскрытия произвольного списка [Х | Xs], где X само может быть списком, раскрывается голова списка X, раскрывается хвост списка Xs и результаты соеди​няются (1). Далее рассматриваются исходные случаи: раскрытие пустого списка приводит к пустому списку (3). Для другого исходного случая следует использовать типовый предикат. Результат раскрытия константы приводит к списку, состоящему из константы (2).Условие constant (X) необходимо для того, чтобы данное правило не применя​лось в случае, когда Х - список. 

Решение таким способом содержит  число редукций, используемых в программе, квадратично зависящих от числа элементов в результирующем списке.
Программа flatten, строящая результирующий список сверху вниз, несколько сложнее программы с двойной рекурсией. В ней используется вспомогательный предикат flatten (Xs, Stack, Ys), где Ys- раскрытый список, содержащий элементы из Xs, а стек Stack содержит списки, подлежащие раскрытию. Стек представляется списком.
flatten (Xs, Ys): - flatten (Xs, [ ], Ys).





(1)

flatten ([X | Xs], S, Ys): - list(X), flatten (X, [Xs | S],Ys).


(2)



flatten ([X | Xs], S, [X | Ys]): - constant (X), X ( [ ], flatten (Xs, S, Ys).
(3)

flatten([ ], [X | S],Ys): - flatten (X, S, Ys).



(4)

flatten ([ ], [ ], [ ]).



(5)
list ([X | Xs]).








(6)
Программа 5.1б. Раскрытие списка с помощью стека.
При обращении к процедуре flatten/З в процедуре flatten/2 устанавливается начальное значение стека - пустой список (1). Перечислим случаи, рассматриваемые  в процедуре flatten/3. Общий случай раскрытие списка [X | Xs], где X - список. Xs помещается в стек и список X раскрывается рекурсивно (2). Для распознавания  списка  используется  предикат  list (X),  определяемый  фактом (6). Если голова списка является константой, отличной от пустого списка, то она добавляется к результирующему списку и рекурсивно раскрывается хвост списка – (3). При достижении конца списка возможны две ситуации, зависящие от состояния стека. Если стек не пуст, то считывается элемент из вершины стека и вычисления продолжаются – (4). Если стек пуст, то вычисления завершаются – (5).Число редукций в данном варианте программы линейно зависит от размера результирующего списка.
Упражнение к разделу 5.1.
1. Перепишите программу 5.1а, задающую отношение flatten (Xs, Ys), используя нако​питель вместо процедуры append и сохраняя двойную рекурсию.

5.2. Составные термы

Терм распознается как составной на структурном уровне. Существуют предика​ты, обеспечивающие доступ к имени функтора, арности и аргументам составного терма. Одним из таких системных предикатов является functor (Term, F, Arity). Этот предикат истинен, если главный функтор терма Term имеет имя F и арность Arity. Например, functor (отец (аран, лот), отец, 2) – истинен.  Предикат functor, как и типовые предикаты, может быть определен таблицей фактов вида functor (f (X1, ..., XN), f,  N) для каждого функтора f арности N. 

Предикат functor обычно используется одним из двух способов. Первый спо​соб-нахождение имени функтора и арности заданного терма. Например, ответом на вопрос functor (отец (аран, лот), X, Y)? будет {X = отец, Y= 2}. Второй способ - построение терма с определенным именем функтора и арностью. Такой вопрос, как functor (T, отец, 2), имеет ответ Т = отец (X, Y).
Парным системным предикатом к предикату functor является предикат arg (N, Term, Arg), обеспечивающий доступ не к имени функтора, а к аргументам. Цель arg (N, Term, Arg) истинна, если Arg - N-й аргумент терма Term. Например цель arg (1, отец (аран, лот), аран).
Как и functor/З, предикат arg/З обычно используется одним из двух способов. Первый способ-нахождение определенного аргумента составного терма. Вопрос, поясняющий подобное использование, -arg (2, отец (аран, лот), X)?. Ответом на вопрос будет X = лот. При втором способе использования происходит конкретиза​ция переменного аргумента терма. Например, при успешном решении вопроса arg (1, отец (X, лот), аран?) устанавливается соответствие X = аран.
Рассмотрим пример использования предикатов functor и arg при анализе термов. Отношение subterm (T1, T2), истинное, если T1 - подтерм терма T2. Нахождение подтерма терма
subterm (Term, Term). 





(1)




subterm (Sub, Term): -
compound (Term), 

functor(Term, F, N),

subterm (N, Sub, Term).




(2)
subterm (N, Sub, Term): -
N>1, N1 := N-l, subterm (N1, Sub, Term).


(3)

 subterm (N, Sub, Term): -
arg (N, Term, Arg),  subterm (Sub, Arg).


(4)
Программа 5.2. Нахождение подтермов терма.
(1) -определяет отношение subterm/2, утверждает, что любой терм является собственным подтермом. (2) утверждает, что Sub является подтермом составного терма Term, если Sub - подтерм одного из аргументов терма Term. Определяется число аргументов. Это число используется в качестве счетчика цикла во вспомогательном предикате subterm/3, итерационно проверяющем все аргументы. (3) – процедура subterm/3 уменьшает значение счетчика и рекур​сивно обращается к процедуре subterm. (4) – рассматривает  случай, когда Sub подтерм N –го аргумента терма. Процедура subterm может быть использована двумя способами: для проверки того, что первый аргумент является подтермом второго, и для порождения подтермов заданного терма. 

Замечание: В рассмотренной программе и в следующих будем считать термы основным.

Программа 5.2-типичная программа, использующая анализ структуры. Рас​смотрим еще один пример: подстановку подтерма в терм. Реляционная схема программы подстановки подтерма в терм - substitute (Old, New, OldТеrт,  NewTerm), где NewTerm -терм, полученный заменой всех вхож​дений подтерма Old в терме OldTerm на подтерм New. Отношение, задаваемое программой, обобщает отношение подстановки элемента в список и отношение подстановки элемента в бинарное дерево. 
Программа 5.3 построена по той же схеме, что и программа 5.2

substitute (Old, New, Old, New).






(1)

substitute (Old,  New, Term, Term): - constant (Term), Term ( Old. 

(2)

substitute (Old, New, Term, Term1): - compound (Term),
functor (Term, F, N), functor (Term1, F, N),
substitute (N, Old, New, Term, Term1).





(3)
substitute (N, Old, New, Term, Term1): - N>0, arg (N, Term, Arg),
substitute (Old, New, Arg, Arg1), arg (N, Term1, Arg1), N1:= N-l,
substitute (N1, Old, New, Term, Term1).




(4)

   substitute (0, Old, New, Term, Term 1).





(5)
Программа 5.3. Программа подстановки термов.
Предложения процедуры substitute/4 анализируют три основных случая. В последнем, относящемся к составным термам, происходит обращение к вспомо​гательному предикату substitute/5, который реализует итерационную подстановку в подтермы. Арность главного функтора терма является начальным значением счетчика цикла, это значение последовательно уменьшается и используется для управления итерациями. Приведем конкретный пример, проясняющий интересные детали, скрытые в тексте программы. Протокол решения вопроса substitute (cat, dog, owns (jane, cat), X)? приведен ниже.

substitute (cat, dog, owns (jane, cat), X)


{X = owns (jane, cat)}


constant (owns (jane, cat))
false



substitute (cat, dog, owns (jane, cat), X)

compound (owns (jane, cat)),

functor (owns (jane, cat), F, N)


{F = owns, N = 2}

functor (X, owns, 2)




{X = owns (X1, X2)}
substitute (2, cat, dog, owns(jane, cat), owns (X1, X2))

2 >0
arg (2, owns (jane, cat), Arg)



{Arg = cat}

substitute (cat, dog, cat, Arg1)


{Arg1 = dog}

arg (2, owns (X1, X2), dog)



{X2 = dog}

N1: = 2-1





{N1 = 1}

substitute (l, cat, dog, owns (jane, cat), owns (X1, dog))

1 >0
arg (1, owns (jane, cat), Arg2)


{Arg2 = jane}

substitute (cat, dog, jane, Arg3) 


{Arg3 = jane}

constant (jane) 

jane ( cat
arg (l, owns (X1, dog), jane)


{X1 = jane}

N2 := 1-1





{N2 = 0}

substitute (0, cat, dog, owns (jane, cat), owns (jane, dog))
0 > 0
false


  substitute (0, cat, dog, owns (jane, cat), owns (jane, dog))



true



Результат: X = owns (jane, cat).
     Унификация вопроса с фактом  (1) программы 5.3 безуспешна. Терм owns (jane, cat) не является константой, поэтому (2) тоже неприменимо. Применимо (3). Рассмотрим второе обращение к предикату functor. Переменным  N и F уже сопоставлены значения owns и 2 в предыду​щем  обращении  к этому предикату, поэтому  в рассматриваемом обращении строится терм, служащий шаблоном ответа, который заполняется в процессе вычисления. Обращение к цели substitute/S приводит к успешному сопоставлению значений аргументам терма Term1. Здесь второму аргументу сопоставляется значение dog, а аргументу X1 со​поставляется значение jane.
Два обращения к процедуре arg в процедуре substitute/5 используются по-раз​ному. Первое обращение выделяет аргумент, второе - сопоставляет аргументу значение.
Другой системный предикат, применяемый при анализе структур, - бинарный оператор =.., имеющий в силу исторических причин название univ. Цель Term = .. List выполнена, если голова списка List совпадает с именем функтора герма Term, а хвост является списком аргументов этого терма. Например, цель 
(отец (аран, лот) = . .[отец, аран, лот]) выполнена.
Подобно отношениям functor и аrg, отношение univ используется  для построения терма по заданному списку (например, вопрос (X = ..[отец, аран, лот])?} имеет решение X = отец (аран, лот)), или для построения списка по задан​ному терму (например, вопрос (отец (аран, лот) = . .Xs)? имеет решение Xs =[отец, аран, лот]).
Программы, использующие предикаты functor и arg, в общем случае могут быть преобразованы в программы с отношением univ. 
subterm (Term, Term).

subterm (Sub, Term): - compound(Term), Term =.. [F| Args],
  subterm_list (Sub, Args).
subterm_list (Sub, [Arg | Args]): - subterm (Sub, Arg).

subterm_list (Sub, [Arg | Args]): - subterm_list (Sub, Args).
Программа 5.4. Определение подтерма с помощью =.. 

Программа 5.4, дающая иное определение отношения subterm, эквивалентна программе 5.2. Как и в программе 5.2, здесь используется вспомогательный предикат, анализирующий аргументы, - в дан​ном случае subterm_list. Предикат univ обеспечивает доступ к списку аргументов Args, подтермы которого находятся с помощью рекурсивного обращения к процедуре subterm_list.
Использование предиката univ позволяет задать правило дифференциро​вания сложных функций. Правило утверждает, что d/dx {f (g (x))} = d/dg(x) {f (g (x))} * d/dx {g (x)}. Ранее было замечено, что данное правило нельзя выразить с помощью одного предложения, являющегося частью логической программы. Но, используя univ, правило дифференцирования сложной функции можно задать следующим образом:
derivative (F_G X, X, DF * DG): - 

F_G_X = .. [F, G, X],

 
derivative (F_G_X, G_X, DF),

derivative (G_X, X, DG).
Предикат univ расщепляет функцию F_G_X на функтор F и аргумент G_X, при этом одновременно проверяется, является ли она функцией одного аргумента. Рекурсивно вычисляются производная функции F от своего аргумента и производная функции G_X. Объединение этих вычислений приводит к решению.
Упражнения к разделу 5.2.
1. Определите предикат occurances (Sub, Term, N), истинный, если число N равно числу
вхождений подтерма Sub в терм Term. Предполагается, что терм Term основной.

2. *Определите предикат position (Subterm, Term, Position), где Position - список номеров
аргументов, задающий положение подтерма Sub в терме Term. Например, цель position
(X, (2*sin(X)), [2, 1]) истинна, так как sin(X) является вторым аргументом бинарного оператора «•», а X  первым аргументом терма sin (X). (Указание: добавьте дополнительный аргумент к программе 5.2. задающей отношение subterm, и стройте список номеров методом сверху вниз.)

Лекция 6. Металогические предикаты

Металогические предикаты выходят за рамки логики первого порядка, поскольку служат для анализа структуры доказательства, рассматривают переменные (а не обозначаемые ими термы) как объекты языка и допускают преобразование структур данных в цели. Металогические предикаты решают две проблемы, связанные с использованием переменных в предыдущих темам. Первая проблема относится к поведению переменных в системных предикатах. Вторая проблема связана с ненужными сопоставлениями значений переменным в процессе анализа структуры, когда переменные приходится рассматривать как специфические объекты, а не как обозначение для произвольного неопределенного терма. В предыдущей теме эта проблема не рассматривалась. Производился анализ лишь основных термов.
6.1. Типовые металогические предикаты

Основным типовым металогическим предикатом является предикат var (Term), проверяющий, представляем ли собой терм Term переменную с неопределенным значением. Поведение этого предиката аналогично поведению типовых предикатов, рассматривавшихся в лекции 5. Решение вопроса var (Term) успешно, если терм Term - переменная, и безуспешно, если терм Term отличен от переменной. Например, var (X) выполнено, а решение обоих вопросов var (а)? и var ([X | Xs])? безуспешно.
Замечание: Факт var (X) означает, что все примеры X являются переменными, а не то, что буква «X» обозначает переменную. Значение предиката nonvar (Term) противоположно значению предиката var. Цель nonvar (Term) выполнена, если Term - не переменная, и приводит к безуспешному вычислению, если Term - переменная.
Рассмотрим применение типовых металогических предикатов. 

Отношение plus (X,Y,Z), которое может быть использовано как для сложения, так и для вычитания. Идея состоит в проверке, какие установлены аргументы, до обращения к арифметическому вы​числителю.

 plus (X, Y, Z): - nonvar (X), nonvar (Y), Z: = X + Y. 
 plus (X, Y, Z): - nonvar (X), nonvar (Z), Y := Z - Y.
 plus (X, Y, Z): - nonvar (Y), nonvar (Z), X := Z - Y.
Программа 6.1. Программа plus, допускающая различные использования

Например, втрое правило гласит, что если первый и третий аргументы, X и Z, не переменные, то второй аргумент Y может быть определен как их разность. 
Металогические цели, расположенные в начале тела предложения для определе​ния, какое предложение процедуры следует выполнять, называются металоги​ческими тестами. Приведенная выше программа plus управляется металогическими гестами. Такие тесты относятся к текущему состоянию вычисления.

Используя основные типовые металогические предикаты, можно определять более сложные металогические процедуры. Рассмотрим отношение ground (Term), истинное, если терм Term - основной. 
ground (Term): - nonvar (Term), constant (Term). 



(1)

ground (Term): - nonvar (Term), compound (Term), 

functor (Term, F, N), ground (N, Term).


(2)
ground (N, Term): - N>0, arg (N, Term, Arg), ground (Arg),

         N1:= N - 1, ground (N1, Term).


(3)

 ground (0, Term).







(4)
Программа 6.4. Проверка, является ли терм основным

(1), (2) - достаточно очевидны, металогический тест, позволяющий избежать возникновения ошибочных ситуаций. (1) утверждает, что константа является основным термом. (2) рассматривает структуры, в нем происходит обращение к вспомогательному предикату ground/2, который итерационно про​веряет, что все аргументы структуры - основные термы – (3) и (4).
Рассмотрим применение типовых металогических предикатов на примере программирования алгоритма унификации. Исходная унификация может быть задана тривиальным определением unify (Х, Х), что совпадает с определением системного предиката “=”/2, задаваемого фактом X = X.

Замечание: данное определение зависит от используемого в Прологе алгорит​ма унификации и, следовательно, не влияет на наличие проверки на вхождение.

Отношение unify (Term1, Term 2) истинно, если терм Term1 унифицирован с термом Term2. Предложения программы unify описывают возможные случаи.

unify (X, Y): - var (X), var (Y), X = Y.
unify (X, Y): - var (X), nonvar (Y), X = Y.

unify (X, Y): - var (Y), nonvar (X), Y = X.

unify (X, Y): - nonvar (X), nonvar (Y), constant (X), constant (Y), X = Y.
unify (X ,Y): - nonvar (X), nonvar (Y), compound (X), compound (Y),

          term_unify (X, Y).
term_unify (X, Y): - functor (X, F, N), functor (Y, F, N), 

unify_args (N, X, Y).
unify_args (N, X, Y): - N > 0, unify_arg (N, X, Y), N1:= N –1,   

unify_ args (0, X,Y).
unify_arg (N, X, Y): - arg (N, X, ArgX), arg (N, Y, ArgY), unify (ArgX, ArgY).
Программа 6.5. Алгоритм унификации.

Первое предложение программы утверждает, что две переменные унифицируемы. Следующее пред​ложение является записью правила унификации, утверждающего, что если X переменная, то X унифицируемо с Y. Другой случай, являющийся предметом рассмотрения программы 6.5, состоит в унификации двух составных термов, как это описано предикатом term_unify (X, Y). В данном предикате проверяется, имеют ли два терма X и Y одинаковые главный функтор и арность, а затем проверяется, что все аргументы попарно унифицируемы. 
Упражнения к разделу 6.1.

1.Напишите вариант программы plus (программа 6.1), пригодный для сложения, вычитания и разбиения числа на слагаемые. (Указание: Используйте для порождения чисел отношение between).
6.2. Сравнение неосновных термов

Рассмотрим задачу расширения программы явной унификации (программа 6.5) средством проверки на вхождение, которая препятствует унификации переменной с термом, содержащим эту переменную. Для этого требуется проверка идентичности переменных (а не просто их унифицируемости, так как унифицируемы любые две переменные). Это - металогический тест. Для этой проверки в Прологе имеется системный предикат = = /2. Цель (X = = Y)? выполнена, если X и Y-идентичные константы, идентичные переменные или структуры с одним и тем же главным функтором и одинаковой арностью, а для соответствующих аргументов Xi и Yi - структур X и У соотношение Xi = Yi выполняется рекурсивно. В противном случае цель (X = = У) не выполнена. Напри​мер, цель (X = = 5) не выполнена (в отличие от цели X = 5).

Также имеется системный предикат, значение которого противоположно значе​нию предиката = =. Цель X \ = = Y выполнена в тех случаях, когда X и Y не являются идентичными термами.
Предикат \ = = может быть использован в определении отношения not_occurs_in (Sub, Term), истинного, если терм Sub не входит в терм Term. Данное отношение требуется для построения алгоритма унификации с проверкой на вхождение. Предикат not_occurs_in (Sub, Term) является металогическим предикатом, анализирующим структуру. Он используется в реализующей унификацию с провер​кой на вхождение программе 6.6, варианте программы 6.5.
unify (Term1, Term2)( Term1 и Тегт2 унифицируемы с проверкой на вхождение.
unify (X, Y): - var (X), var (Y), X = Y.

unify (X, Y): - var (X), nonvar (Y), not_occurs_in (X, Y), X = Y.

unify (X, Y): - var (Y), nonvar (X), not_occurs_in (X, Y), Y = X.

unify (X, Y): - nonvar (X), nonvar (Y), constant (X), constant (Y), X = Y.

unify (X, Y): - nonvar (X), nonvar (Y), compound (X), compound (Y),

term_unify (X,Y).

not_occurs_in (X, Y): - var (Y), X \= = Y.

not_occurs_in (X, Y): - nonvar (Y), constant (Y).
not_occurs_in (X, Y): - nonvar (Y), compound (Y), functor (Y, F, N),

not_occurs_in (N, X,Y).

not_occurs_in (N, X,Y): - N > 0, arg (N, Y, Arg), not_occurs_in (X, Arg),

N1: = N - 1, not_occurs_in (N1, X, Y).


not_occurs_in (0, X, Y).

term_unify (X,Y): - См. программу 6.5.

Программа 6.6. Алгоритм унификации с проверкой на вхождение.

При определении предиката not_occurs_in область определения не ограничена основными термами. Снять подобное ограничение в случае програм​мы 5.2, задающей отношение Subterm, не так просто. Рассмотрим вопрос Subterm (X, У)? Он решается программой 5.2 сопоставлением переменной X тер​ма Y. Определим металогический предикат occurs_in (Sub, Term) обладающий требуе​мыми свойствами.
Наличие предиката = = позволяет использовать программу 5.2, задающую предикат Subterm как основу определения предиката occurs_in. Механизм возврата порождает все подтермы данного терма, и каждый подтерм проверяется на совпадение с переменной. Записью программы является программа 6.7. с использованием предиката = =
occurs_in (X, Term): - subterm (Sub, Term), X = = Sub.
  subterm (X, Term): - См. программу 5.2.
Программа 6.7. Вхождение.
Исходное определение предиката Subterm корректно только для основных тер​мов. При добавлении типовых металогических тестов, подобных использован​ным при определении отношения по_occurs_in в программе 6.6, позволяет отношения можно  использовать и для неосновных термов.

6.3 Использование переменных в качестве объектов
Рассмотрим цель Substitute (a, b, X, Y), задающую подстановку константы a вместо b в переменную X. Результатом подстановки является терм Y. Имеются две правдоподобные интерпретации отношения Substitute в этом случае. Лoгически обоснованным решением является сопоставление переменной X константы а, а переменной Y  - константы b. Это решение действительно находится про​граммой 5.3 при унификации цели с основным фактом Substitute (Old, New, Old, New). Однако на практике предпочтительнее иная интерпретация. Будем считать термы X и а различными; таким образом, переменной Y следует сопоставить терм X. При такой интерпретации следовало бы воспользоваться другим предложением про​граммы 5.3, а именно:

substitute (Old, New, Term, Term): - constant (Term), Term ( Old. Цель, однако, не будет доказана, так как переменная не является константой.
Можем избежать первого (логического) решения, используя металогический тест, гарантирующий подстановку в основной терм. Тогда неявная унификация с заголовком предложения становится выполняемой лишь в случае, если тест выпол​нен. Следовательно, унификация должна быть задана явно. Основной факт пре​вращается в правило:
substitute (Old, New, Term, New): - ground (Term), Term = Old.

 Рассмотрение переменных отдельно от констант требует специального правила, также использующего металогический тест:
substitute (Old, New, Var, Var): - var (Var).
Добавление  этих двух рассмотренных предложений к программе 5.3, определяющей отношение substitute, а также добавление других металогических тестов позволяет применять программу к неосновным термам. Однако она будет громоздкой, в ней смешаны процедурный и декларативный подходы. Сложности, возникающие при смешивании обработки термов на метауровне и на объектном уровне, связаны с некоторой теоретической проблемой: программы метауровня должны рассматривать переменные объектного уровня как константы и должны иметь возможность ссылаться на такие переменные по имени.

Для частичного решения этой проблемы в Прологе существуют два системных предиката: freeze (Term, Frozen) и melt (Frozen, Thawed). Терм Term с помощью предиката freeze создает копию терма Frozen. В этом терме все переменные исходного терма, которым не были сопоставлены значения, заменяются уникальными константами. Замороженный терм подобен основному терму и может использоваться так же, как и основной терм.
При унификации замороженные переменные рассматриваются как основные атомы. Две замороженные переменные унифицируемы тогда и только тогда, когда они совпадают. Аналогично, если переменная, которой не сопоставлено значение, унифицируется с замороженным термом, то значением переменной становится замороженный терм. Применение системного предиката к замороженной перемен​ной приводит к тому же результату, что и применение к константе. 
Предикат freeze, как и предикат var, является металогическим предикатом. Он позволяет анализировать структуру терма непосредственно в процессе вычисления. Наличие предиката freeze позволяет иначе определить предикат occurs_in, рас​сматривавшийся в предыдущем разделе. Идея состоит в замораживании терма, что превращает переменные в основные объекты.

occurs_in (X, Term): - freeze (X, Xf), freeze (Term, Termf),




        subterm (Xf, Termf).

subterm (X, Term): - См. программу 5.2.

Замораживание позволяет решать вопрос идентичности двух термов. Два замо​роженных терма X и Y унифицируемы тогда и только тогда, когда их незамороженные варианты идентичны, т. е. когда X = = Y. 
Отличие замороженных термов от основных состоит в том, что замороженные термы можно разморозить, превратив их в неосновные термы с помощью двойственного предиката melt (Frozen, Thawed). Вычисление цели melt (X, Y) создает копию терма Y терма X, в которой замороженные переменные становятся обычными переменными. При размораживании терма Y  учитываются все сопоставления значений переменным терма X,  сделанные пока терм был заморожен.
Используя предикаты freeze и melt, можно построить вариант программы substitute, а именно non_ground_substitute, в котором не происходил нежелательных сопоставлений значений переменным. Процедурный подход к программе поп_ ground_substitute состоит в следующем: перед подстановкой терм замораживается; далее, используя программу substitute, правильно обрабатывающую основные термы, производится подстановка в замороженный терм; наконец, новый терм размораживается:
non_ground_substitute (X, Y, Old, New): - freeze (Old, Old1),
substitute (X, Y, Old, Old1), melt (Old1, New).

Замороженный терм можно также использовать как шаблон для изготовления копий. Системный предикат melt_new (Frozen, Term) создает копию Term терма Frozen, в которой замороженные переменные заменены переменными с новыми именами.
Предикат melt_new используется для копирования термов. Предикат copy (Term, Сору) создаст новую копию терма Term. Этот предикат можно задать одним правилом:

copy (Term, Copy): - freeze (Term, Frozen), melt_new (Frozen, Copy).

6.4. Доступность метапеременных

Характерной особенностью Пролога является эквивалентность программ и данных - и то и другое может быть представлено логическими термами. Для того чтобы можно было использовать эту эквивалентность, необходимо, чтобы про​граммы можно было рассматривать в качестве данных, а данные можно было бы превращать и программы. Смысл предиката call (X) в Прологе состоит в передаче терма X в качестве цели для решения.
Доступность метапеременных означает, что в качестве целей в конъюнктивных вопросах и в теле предложений разрешается использовать переменные. В процессе вычисления и момент обращения к такой переменной ей должно быть сопоставлено значение - терм. Если переменной не сопоставлено значение в момент обращения, то возникает ошибочная ситуация. Доступность метапеременных является синтаксическим средством, обеспечиваю​щим условия применения предиката call.
Рассмотрим пример использования метапеременных в определении логической дизъюнкции, обозначенной инфиксным бинарным оператором «;». Цель (X; Y) выполнена, если X  или Y выполнено. Определение оформлено как програм​ма 6.8.
X ; Y: - X.

X ; Y: - Y.

Программа 6.8  Логическая дизъюнкция.
Лекция 7  Внелогические предикаты

В Прологе имеется ряд предикатов, существующих за рамками модели логи​ческого программирования. Они называются внелогическими предикатами. Такие предикаты в процессе решения логических целей порождают побочный эффект. Существуют три основных вида внелогических предикатов: предикаты, относящиеся к вводу-выводу, предикаты, обеспечивающие доступ к программе и ее обработку, и предикаты для связи с внешней операционной системой. Рассмотрим предикаты Пролога, связанные с вводом-выводом, и предикаты, обеспе​чивающие обработку программы. 
7.1. Предикаты ввода – вывода

Любой практический язык программиро​вания должен обеспечивать средства ввода и вывода. Однако вычислительная модель Пролога препятствует введению операций ввода-вывода в виде чистых компонентов языка.
Основной предикат ввода  - read (X ). При решении такой цели считывается терм из текущего входного потока; обычно это данные, вводимые с терминала. Введен​ный терм унифицируется с X, цель read выполнена или не выполнена в зависимости от результата унификации.
Основной предикат вывода  - write (X). Решение этой цели приводит к записи терма X в текущий выходной поток, определяемый операционной системой; обычно это данные, выводимые на терминал. Ни read, ни write не дают альтернативных решений при возврате.
Обычно в предикате read в качестве аргумента используется переменная, которая приобретает значение первого терма в текущем входном потоке. Сопоставление переменной X какого-либо значения, определенного вне программы, не входит в логическую модель, так как каждое новое обращение к процедуре read (X) будет выполняться с (возможно) различными значениями X. Предикат read проводит синтаксический анализ следующего терма в потоке ввода. Если найдены синтаксические ошибки, то на терминале печатается сообщение об ошибке и предпринимается попытка прочесть следующий терм.
Внелогическая природа предикатов read и write различна. Если в программе заменить все обращения к предикату write на обращения к всегда выполняемому предикату true, то семантика программы не изменится. Для предиката read это не так. Различные версии Пролога содержат различные системозависимые вспомога​тельные предикаты.
Полезным вспомогательным предикатом является предикат writeln (Xs), анало​гичный соответствующей команде языка Паскаль. Решение цели writeln (Xs) при​водит к печати списка термов Xs в виде выходной строки. 
Системный предикат name (X, Y) используется для преобразования названия константы в строку литер и обратно. Цель name (X, Y) выполнена, если X - атом, а Y- список кодов ASCII, соответствующих литерам атома X, например, цель name (log, [108, 111, I03])? выполнена. Ввод-вывод может выполняться не только на уровне термов с помощью предикатов read и write, но и на более низком уровне - на уровне литер. Основной предикат вывода на уровне литер имеет вид put (N), он помещает литеру, соот​ветствующую коду ASCII для N, в текущий выходной поток. Основной предикат ввода – get (X), сопоставляющий аргументу X код ASCII первой литеры во входном потоке.
Рассмотрим программу 7.1, чи​тающую список слов Words. Здесь использован предикат get. Слова могут быть разделены произвольным числом пробелов (код ASCII для пробела - 32) и могут состоять из любого числа строчных и прописных букв и символов подчеркивания. Последовательность слов завершается точкой.
read_word_list (Ws): - get (C), read_word_list (C, Ws).
read_word_list (C, [W | Ws]): - word_char (C), read_word (C, W, Cl),
read_word _list (C1, Ws).

         read_word_list (C, Ws): - fill_char (C), get (C1), read_word_list (C1, Ws).

        read_word_list (C, [ ]): - end_of_words_char (C).

        read_word (C, W, C1): - word_chars (C, Cs, C1), name (W, Cs).

        word_chars (C, [C | Cs], C0): - word_char (C), !, get (C1), 

          word_chars(C1, Cs, CO).

word_chars (C, [ ], C): -not word_char (C).

word_char (C): - 97 ( C, C ( 122.
% строчные буквы
word_char (C): - 65 ( C, С < 90.
 % прописные буквы
word_char (95).
 % подчеркивание
fill_char (32).
 %пробел
end_of_words_char (46).
 % точка
Программа 7.1. Чтение списка слов.
Предикат read_word_list читает литеру С и обращается к процедуре read_w\ord_list (C, Words). В этой процедуре выполняется одно из трех действий в зависимости от значения литеры С. Если С - литера, входящая в слово, т.е. прописная или строчная буква, или символ подчеркивания, то обрабатывается следующее слово и далее рекурсивно обрабатывается последовательность остав​шихся слов. Второе действие состоит в игнорировании пробелов, т.е. считывается следующая литера, и работа программы рекурсивно продолжается. Если, наконец, встретилась литера, обозначающая конец последовательности слов, то программа завершает работу и возвращает список слов. Существенно, что всегда программа прежде читает литеру, а затем уже проверя​ет, что следует делать. Если это полезная литера, например литера слова, то она должна быть включена в слово. Иначе литеры могут быть потеряны при возврате. Предикат read_words (C, W, C1) читает слово W, начинающееся с текущей литеры С, и возвращает литеру, следую​щую за словом – С1. Список литер, образующих слово, находится с помощью процедуры word_chars/3 (аргументы те же, что и у процедуры read_words). Слово строится по списку литер с помощью системного предиката name. Процедура word_chars также обладает свойством опережающего просмотра одной литеры, так что литеры не теряются.
Такие предикаты, как fill_char/1 и word_char/1, упрощают представление данных в Пролoгe.
Упражнение к разделу 7.1.
1. Измените программу 7.1 так, чтобы апострофы (код 39) и цифры (коды 48 - 57) воспринимались как литеры, входящие в слово, а вопросительным знак (код 63) и восклица​тельный знак (код 33)- как завершение последовательности. Что следует' добавить для чтения предложений, содержащих запятые и прочие знаки пунктуации?

7.2. Доступ к программам и обработки программ. Запоминающие функции

До сих пор предполагалось, что программы размещены в памяти компьютера, и вопрос о том, как они там представлены и каким образом были туда занесены, не рассматривался. Однако многие приложения Пролога зависят от тою, как органи​зован доступ к предложениям программы. Более того, если, программа должна изменяться во время вычислений, то следует иметь средства, позволяющие до​бавлять и удалять предложения.
Системным предикатом, обеспечивающим доступ к программе, является преди​кат clause (Head, Body). К цели clause (Head, Body) можно обращаться, если аргумен​ту Head сопоставлено значение. Ищется первое предложение в программе, заголо​вок которого унифицируем с термом Head. Далее заголовок и тело этого правила унифицируются с аргументами Head и Body. При возврате каждое предложение, унифицируемое с аргументами цели, даст одно решение. Отметим, что доступ к правилам, минуя заголовки, невозможен. Считается, что телом факта является атом true. 
Рассмотрим программу,  задающую отношение member:
member (Х, [ X | Xs]).
member (X, [Y | Ys]): - member (X, Ys).

Цель   clause ( member (X, Ys), Body) имеет два решения: { Ys = [X | Xs], Body = true} и           {Ys = [Y | Ys1], Body = member (X, Ys1)}. Каждое выполнение унифика​ции приводит к созданию новых копий переменных, входящих в предложение. В терминах металогических примитивов freeze и melt можно сказать, что предложения программы хранятся в замороженном виде. Каждое обращение к предложению clause вызывает размораживание ранее замороженного предложения. Описанный метод обращения является логическим аналогом повторной входимости в тради​ционном программировании.
Существуют системные предикаты, выполняющие добавление предложений к программе и удаление предложений из программы. Основной предикат для добав​ления предложений - assert (Clause), он присоединяет предложение Clause в качестве последнего предложения соответствующей процедуры. Например, решение цели assert (отец (аран, лот))? добавляет в программу факт отец. При добавлении правил следует вводить дополнительные скобки, чтобы учесть старшинство термов. На​пример, синтаксически правильным является выражение assert ((родитель (X,Y):- отец (Х, Y))).
Имеется вариант предиката assert, а именно assertа, добавляющий предложение в начало процедуры.
Замечание: Если аргументу Clause значение не сопоставлено (или если значение аргумента Clause имеет вид Н: - В, а переменной Н значение не сопоставлено), то возникает ошибочная ситуация.
Предикат retract (C) удаляет из программы первое предложение, унифицируемое с С.  Для удаления правила вида а: - b, с, d следует задать цель retract ((а: - С)). Обращение к предикату retract может только пометить удаляемое предложение, а не удалить его физически из программы. Реальное удаление может произойти только при решении вопроса верхнего уровня. 
Добавление предложения замораживает имеющиеся в предложении термы. Удаление того же предложения размораживает новые копии термов. Во многих версиях Пролога это используется в качестве простейшего способа копирования термов. В частности, предикат сору, введенный ранее, может быть задан следующим правилом:
copy (X, Y): - asserta ($tmp (X)), retract ($tmp (Y)).
При этом предполагается, что функтор $tmp больше нигде в программе не используется.
Предикаты assert и retract вводят в Пролог возможность появления побочных эффектов при программировании. Но, например, добавление правила оправдано, если уже выяснено, что это правило может быть логическим следствием программы. Такое добавление не влияет на логическое значение программы, так как не позволяет выводить новые следствия, но может повлиять на эффективность, поскольку некоторые следствия теперь могут быть выведены быстрее. Удаление правила обосновано, если правило логически излишне.
Запоминающие функции сохраняют промежуточные результаты с целью их использования в дальнейших вычислениях. Запоминание промежуточных результа​тов в чистом Прологе невозможно, поэтому реализация запоминающих функций основана на побочных эффектах. Такой способ программирования может быть назван программированием по восходящей методологии.
Исходной запоминающей функцией является функция lemma (Goal). Операцион​ное понимание состоит в следующем: предпринимается попытка доказать цель Goal, и если попытка удалась, результат доказательства сохраняется в виде леммы. Отношение задается следующим образом:
lemma (Р): - Р, asserta ((P: - !)).
Следующая попытка доказать цель Р приведет к применению нового правила, что позволит избежать ненужного повторения вычислений. Отсечение введено для того, чтобы воспрепятствовать повторному рассмотрению всей программы. Применение отсечения обоснованно лишь в тех случаях, когда цель Р имеет не более одного решения.
запоминающих функций следует сначала решить общую задачу. Только после того, как общая задача полностью решена и запоминающие функции записали результат своей работы, можно задавать названия стержней.
Упражнение к разделу 7.2.
1.* Два игрока по очереди называют какое-либо число в интервале от 1 до 3 включительно. Названные числа суммируются, выигрывает игрок, сумма чисел которого равна 20. Напишите, используя запоминающие функции, программу, выигрывающую в данную игру.
Лекция 8. Недетерминированное программирование

Одним из отличий вычислительной модели логического программирования от моделей обычного программирования является недетерминизм. Недетерминизм - это техническое понятие, используемое для сжатого определения абстрактных моделей вычислений. Из интуитивных понятий следует, что недетерминированная машина, перед которой возникло несколько альтернативных путей решения, осуществляет корректный выбор очеред​ного действия. Подлинно недетерминированную машину реализовать нельзя, однако ее можно моделировать или аппроксимировать. В частности. Пролог - интерпретатор аппроксимирует недетерминированное поведение ни интерпретатора  абстрактных логических программ с применением механизма пос​ледовательного поиска и возвратов. 

8.1. Метод «образовать и проверить»

Метод «образовать и проверить» является общим приемом, используемый при проектиро​вании алгоритмов и программ. Суть его состоит в том,  что один процесс или программа генерирует множество предполагаемых решений задачи, а другой процесс иди программа проверяет эти предполагаемые решения, пытаясь найти те из них, которые действительно являются решениями задачи.
Обычно программы, реализующие метод «образовать и проверить», конструи​ровать проще, чем программы, в которых решение находится непосредственно, однако они менее эффективны. Стандартный прием оптимизации программ типа «образовать и проверить» заключается в стремлении погрузить программу провер​ки в программу генерации предполагаемых решений настолько глубоко, насколь​ко это возможно. В пределе программа проверки полностью переплетается с программой генерации предполагаемых решений, которая начинает порождать только корректные решения.
Используя вычислительную модель Пролога, можно создавать логические программы, реализующие метод «образовать и проверить». Обычно такие програм​мы содержат конъюнкцию двух целей, одна из которых действует как генератор предполагаемых решений, а вторая проверяет, являются ли эти решения прием​лемыми:
find (X): – generate (X), test (X).
Эта Пролог-программа действует подобно обычной процедурной программе, выполняющей генерацию вариантов и их проверку. Если при решении вопроса find (X) успешно выполняется цель generate (X) с выдачей некоторою X, то затем выполняется проверка test (X). Если проверка завершается отказом, то произво​дится возвращение к цели generate, с помощью которой генерируется следующий элемент. Процесс продолжается итерационно до тех пор, пока при успешной проверке не будет найдено решение с характерными свойствами или генератор не исчерпает все альтернативные решения.
Однако программисту нет необходимости интересоваться циклом «образовать и проверить». Он может рассматривать этот метод более абстрактно, как пример недетерминированного программирования. В этой недетерминированной програм​ме генератор вносит предположение о некотором элементе из области возможных ре​шений, а затем просто проверяется, корректно ли данное предположение генератора.
В качестве генератора обычно используется программа для предиката member, порождающая множество решений. На вопрос member (X, [a, b, c])?  будут даны в требуемой последовательности решения X = а,  X = b и X = с. Таким образом, предикат member можно использовать в программах, реализующих метод «образовать и проверить» для недетерминированного выбора корректного элемента из некоторого списка.
Рассмотрим программу 8.1,  представляющую собой простой пример реализации метода «образовать и проверить» с использованием в качестве генератора предиката member. Эта программа предназначена для идентификации частей речи предложе​ния. Предполагается, что предложение представлено списком слов и существует база данных фактов, задающих части речи для определенных слов. Для задания частей речи используются унарные предикаты, аргуметами которых являются слова, например, предикат существительное (man) указывает, что тап - существи​тельное. Отношение глагол (Предложение, Слово) истинно, если Слово в предложении Предложение является глаголом. Аналогичный смысл имеют предикаты существительное/2 и артикль/2. Ha вопрос глагол ([a, man, loves, a, woman], V)? методом «обра​зовать и проверить» будет дан ответ V -loves. Слова предложения генерируются с помощью предиката member и затем проверяется, являются ли они глаголами
глагол (Предложение, Слово): -
member (Слово, Предложение), глагол (Слово).

существительное (Предложение, Слово): -
member (Слово, Предложение), существительное (Слово). 

артикль (Предложение, Слово): -
member (Слово, Предложение), артикль (Слово).
Словарь
существительное (man).

существительное( woman),
артикль (а).


глагол (loves).
Программа 8.1. Отыскание частей речи в предложении.

8.2. Недетерминизм с произвольным выбором альтернативы и недетерминизм с неизвестным выбором альтернативы
Различают два вида недетер​минизма в логическом программировании. Отличаются они принципом выбора следующей альтернативы, которая должна быть выполнена. Недетерминизм с произвольным выбором альтернативы в рамках модели вычислений логического программирования означает, что к ре​шению ведет редукция любой цели, и не имеет значения, какое частное решение найдено. В случае недетерминизма с неизвестным выбором альтернативы выбор имеет значение, но на момент выбора неизвестно, какой выбор корректен.
Большинство примеров появления недетерминизма с произвольным выбором альтернативы не представляет интереса для программирования на Прологе. Ил​люстративный пример недетерминизма с произвольным выбором альтернативы дает программа minimum. 
minimum (X,Y, X): - X ( Y.

minimum (X, Y, Y): - Y ( X.

В случае,  когда X и Y совпадают, программа ведет себя как недетерминированная, с произвольным выбором альтернативы. 
С другой стороны, программы, демонстрирующие недетерминизм с неизвестным выбором альтернативы, являются вполне обычными. Рассмотрим программу для проверки изоморфности двух бинарных деревьев. Такая проверка обеспечивается программой, которая выглядит следующим образом:
isotree (empty, empty).
isotree (tree (X, LI, R1), tree(X, L2, R2)): - isotree (L1, R1), isotree (L2, R2).
isotree (tree (X, L1, R1), tree (X, L2, R2)): - isotree (L1, R2), isotree (L2, R1).
Каждое отдельно взятое предложение рассматриваемой программы корректно. Однако, представляя программе два изоморфных бинарных дерева, мы не знаем, какое из двух рекурсивных предложений будет использовано для доказательства их изоморфности. В операционном смысле корректный выбор становится известным только тогда, когда вычисление успешно завершается.
Процесс разработки Пролог - программ с любой формой недетерминизма может и не отличаться от процесса разработки детерминированных программ. Каждое предложение пишется независимо от другого. Для программиста безразлично, одному или нескольким предложениям сопоставляются входные данные. Действи​тельно, это проявляется во множественных применениях Пролог - программ. Про​грамма с аргументами одного вида может быть детерминированной, с аргументами другого вида - недетерминированной, как, например, append.
Лекция 9. Неполные структуры данных

До сих пор в рассмотренных программах использовались отношения между полными структурами данных. Как будет показано в настоящей лекции, на основе применения неполных структур данных могут быть развиты мощные методы программирования.
В первом разделе обсуждаются разностные списки - структура данных, отли​чающаяся от списков для представления последовательности элементов. Они могут быть использованы для упрощения и повышения эффективности программ обра​ботки списков. Разностные списки вводят в употребление идею накопления. Во втором разделе обсуждаются структуры данных, строящиеся как разности неполных структур, отличных от списков. В третьем разделе показано, как путем наращивания в процессе вычислений могут быть построены в виде неполных структур таблицы и справочники. В последнем разделе обсуждается применение разностных списков для представления очередей.
9.1. Разностные списки

Рассмотрим последовательность 1, 2, 3. Она может быть представлена как раз​ность двух списков - списков [1, 2, 3, 4, 5] и [4, 5], или списков [1, 2, 3, 5] и [8], или списков [1, 2, 3] и [ ]. Каждый из этих случаев представляет собой пример разности между двумя неполными списками [1, 2, 3 | Xs] и Xs.
Для обозначения разности двух списков будем использовать структуру As \ Bs, которая названа разностным списком. В этой структуре As -голова разностного списка, a Bs - eгo хвост. [1, 2, 3 | Xs] \ Xs есть наиболее общий разностный список, представляющий последовательность 1, 2, 3.
Обычные и разностные списки тесно связаны. И те и другие используются для последовательностей элементов. Любой список L может быть три​виально представлен как разностный список L \ [ ]. Пустой список представляется посредством любого разностного списка, голова и хвост которого одинаковы, наиболее общей формой при этом будет разностный список As \ As.
Разностные списки успешно и широко используются в логическом программи​ровании. Применение разностных, а не обычных списков ведет к более выразитель​ным и эффективным программам. Возможность улучшения программ связана с эффективностью соединения разностных списков. Два неполных разностных списка могут быть соединены для образования третьего разностного списка за константное время. В противоположность этому соединение обычных списков с использованием стандартной программы append происходит за линейное время, пропорциональное длине первого списка.
Рассмотрим списки, изображенные на следующем рисунке 
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|_______|

   Xs \Ys
              (   (   (   (   (   (   (  Ys
      |____|

    
      Ys \Zs
                       (   (   (   (   (  Zs
(   (   (   (   (   (   (   (   (   (  

|___________|

       Xs \Zs
Разностный список Xs \ Zs - это результат при​соединения разностного списка Ys \ Zs к разностному списку Xs \ Ys. Это может быть выражено одним фактом. Программа 9.1 определяет предикат append_dl (As, Bs, Cs), который истинен, если разностный список Cs является результатом присоеди​нения разностного списка Bs к разностному списку As. Суффикс _dl используется для обозначения варианта предиката (соединения), в котором аргументами являются разностные списки.

append_dl (Xs \ Ys, Ys \ Zs, Xs \ Zs).
Программа 9.1. Соединение разностных списков.
Необходимым и достаточным условием возможности соединения двух разностных списков As \ Bs и Xs \ Ys с помощью программы 9.1 является унифицируемость Bs и Xs. В этом случае соединенные разностные списки совместимы. Если хвост раз​ностного списка не конкретизирован, то он совместим с любым разностным списком. Например, вопросу append_dl ([a, b, c | Xs] \ Xs, [1, 2] \ [ ], Ys)? будет соответствовать результат {Xs = [1, 2], Ys = [a, b, с, 1, 2] \ [ ]}.
Примером программы, которую можно усовершенствовать путем использования разностных списков, является программа, предназначенная для раскрытия списков. В ней использованы двойная рекурсия для раздельной линеари​зации головы и хвоста списков и последующее соединение полученных списков друг с другом.
flatten (Xs, Ys)( Ys - раскрытый список, составленный из элементов, содержащихся в Xs.
ftatten (Xs, Ys): - flatten_dl (Xs,  Ys \ [ ]).
flatten_dl ([X | Xs], Ys \ Zs): - flatten_dl (X, Ys \ Ys1), flatten_dl (Xs, Ys 1 \ Zs).

flatten_dl (X, [X | Xs] \ Xs): - constant(X), X ( [ ]. 
flatten_dl ([ ], Xs \ Xs).
Программа 9.2. Программа раскрытия списка списков с использованием разностных списков.
Приспособим эту программу для вычисления отношения flatten_dl (Ls, Xs), где Xs - разностный список, представляющий элементы, которые располагают​ся в списке списков Ls в правильном порядке. Ниже представлен результат прямой трансляции программы  в эквивалентную программу с разностными списками.
flatten_dl (X | Xs], Ys \ Zs): - flatten_dl (X, As \ Bs), fllatten_dl (Xs, Cs \ Ds),
append_dl (As \ Bs, Cs \ Ds, Ys \ Zs).

flatten_dl (X, [X | Xs] \ Xs): - constant (X), X ( [ ]. flatten_dl ([ ], Xs \ Xs).
Предложение с двойной рекурсией может быть упрощено посредством развертыва​ния цели по отношению к ее определению в программе 9.1. Тем самым получим правило
flatten_dl ([X | Xs], As \ Ds): - flatten_dl (X, As \ Bs),flatten_dl (Xs, Bs \ Ds).
Программа для отношения flatten_dl может быть использована для реализации отношения flatten  посредством  выражения  связи  между  списком,   подлежащим раскрытию, и разностным списком,  вычисляемым  программой flatten_dl.  Необ​ходимая связь устанавливается следующим правилом: 
     flatten (Xs, Ys): - flatten_dl (Xs, Ys \ [ ]).
Выполнив необходимые переименования переменных, получим програм​му 9.2.
Рассмотрим пример сходства разностных списков и накопителей. Программа 9.3 является результатом преобразования «наивной» версии предиката reverse, где списки заменены разностными списками, а операция append вообще не применяется.

reverse (Xs, Ys): - reverse_dl (Xs, Ys \ [ ]).

reverse_dl ([X | Xs], Ys \ Zs): - reverse_dl (Xs, Ys \ [X | Zs]).

reverse_dl ([ ], Xs \ Xs).

Программа 9.3. Обращение с использованием разностных списков.
Обычно программы с явными обращениями к предикату append могут оказаться более эффективными, если в них использовать не простые, а разностные списки. Типичным примером является программа с двойной рекурсией, в которой результат получается путем присоединения результатов двух рекурсивных вызовов. Вообще программа, в которой части списка, строятся не​зависимо с целью последующего их объединения, является хорошим кандидатом на применение в ней разностных списков.
Программа, реализующая алгоритм быстрой сортировки, является примером программы с двойной рекурсией, в которой конечный результат – упорядоченный список -получается соединением двух упорядоченных подсписков. С помощью применения разностных списков можно получить более эффективную программу сортировки. Как показано в программе 9.4, все операции append, используемые при объединении частичных результатов, могут быть выполнены неявно.

quicksort (Xs, Ys): - quicksort_dl (Xs, Ys \ [ ]).

quicksort_dl ([X | Xs], Ys \ Zs): - partition (Xs, X, Littles, Bigs),






quicksort_dl (Littles, Ys \ [X | Ys1]),






quicksort_dl (Bigs, Ys1 \ Zs).

quicksort_dl ([ ], Xs \ Xs).

partition (Xs, X Ls, Bs): - См. соответствующую программу из лекции 3.

Программа 9.4. Программа быстрой сортировки с использованием разностных списков.

В программу 9.4, аналогично тому, как это было сделано в программе 9.2 для отношения flatten, первым включено предложение с заголовком quicksort и целью quicksort_dl. Рекурсивное предложение в этой программе определяет алгоритм быстрой сортировки, реализованный с использованием разностных списков, в котором конечный результат достигается неявным соединением частичных резуль​татов. Последнее предложение quicksort_dl определяет, что результат сортировки пустого списка есть пустой разностный список. При выполнении унификации цели quicksort_dl (Littles, Ys \ [X | Ys1]) обеспечивается размещение «раз​деляющего» элемента X после наименьшего элемента списка Ys и перед наибольшим элементом из Ys1.
Данная программа получена преобразованием программы для quicksort следующим образом: списки заменяются разностными списками, а цель append_dl раскрывается соответствующим образом. Предложение quicksort с целью quicksort_dl выражает отношение между списком, подлежащим сортировке, и разностным списком, используемым в процессе вычислений.
Упражнения к разделу 9.1.
1.     Перепишите программу 9.2 так, чтобы порядок элементов в окончательном списке был обратным по отношению к порядку их расположения в списке списков.
2. Перепишите программы для отношений pre_order (Tree, List), in_order (Tree, List) и post_order (Tree, List), собирающие элементы при обходе двоичного дерева, используя разност​ные списки и исключая явное применение предиката append.

9.2. Разностные структуры

Идея, лежащая в основе построения и применения разностных списков, состоит в использовании для представления частичных результатов вычислений разности неполных структур данных. Такой подход применим не только к спискам, но и к другим рекурсивным структурам данных. Рассмотрим специфический пример, связанный с алгебраическими суммами: задачу нормализации арифметических выражений, например сумм. На рисунке представлены две суммы: (а + b) + (с + d) и (а + (b + (с + d))). Согласно стандартному синтаксису Пролога, скобки в терме а + b + с  расставляются сле​дующим образом: ((а + b) + с). 
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Опишем процедуру преобразования суммы в норма​лизованную сумму, в которой сгруппированы правые скобки. Например, выраже​ние, представленное на рисунке слева, должно быть преобразовано в нормали​зованное выражение, показанное справа. 
Введем понятие разностной суммы как некоторого варианта разностного списка. Разностная сумма представлена структурой вида Е1 + + Е2, где EI и Е2 - неполные нормализованные суммы. Предполагается, что + + является обозначением бинарного инфиксного оператора. Условимся также использовать 0 для обозначения пустой суммы.
Реляционной схемой программы является отношение normalize (Exp, NormExp), где NormExp -вы​ражение, эквивалентное выражению Ехр, в котором сгруппированы правые скобки при сохранении порядка констант, определенного в выражении Ехр.
normalize (Exp, Norm): - normalize_ds (Exp, Norm + + 0).
normalize_ds (A + B, Norm + + Space): - normalize_ds ( A, Norm ++ NormB),
        normalize_ds (B, NormB + + Space). 

        normalize_ds (A, (A + Space) + + Space): - constant (A).
Программа 9.7.  Нормализация выражений типа «сумма».

По структуре эта программа подобна программе 9.2 для раскрытия списков с использованием разностных списков. Существует начальный этап установки раз​ностной структуры, на котором обычно выполняется обращение к предикату с тем же именем, но имеющим другую арность или другой вид аргументов. Последнее предложение normalize_ds в программе распространяет хвост неполной структуры данных, в то время как цели в теле рекурсивного предложения передают хвост первой неполной структуры во вторую структуру, где он занимает место головы структуры данных. Операционное их толко​вание состоит в представлении процесса построения структуры путем ее наращива​ния, когда явно указывается «место» для последующих результатов. Здесь видна полная аналогия с разностными списками.
Упражнения к разделу 9.2.
1. Определите  предикат  normalized_sum (Expression),  который   истинен,  если  выражение Expression -  нормализованная сумма.
2.
Перепишите программу 9.7 так, чтобы
а)
нормализованная сумма строилась по принципу «снизу вверх»,
б)
получился обратный порядок элементов.
3. Напишите программу для нормализации произведения, используя разностное произве​дение, определенное по аналогии с разностной суммой.

9.3. Справочники

Отличный от рассмотренных способ использования неполных структур данных позволяет реализовывать справочники. Рассмотрим задачу создания, использования и обновления набора значений, индексированных ключами. Существуют две основ​ные операции, выполняемые со словарем: поиск значения, записанного под опреде​ленным ключом, и ввод новых ключей и связанных с ними значений. Эти операции должны выполняться с обеспечением непротиворечивости, так, например, один и тот же ключ не должен встречаться дважды с двумя разными значениями. Оказы​вается, можно выполнять обе операции - поиск значений по ключу и ввод новых ключей и значений-с использованием одной простой процедуры, в которой приме​няются неполные структуры данных.
Рассмотрим линейную последовательность пар (ключ-значение). Про​грамма 9.6 определяет отношение lookup (Key, Diсt, Value), которое истинно, если запись с ключом Key в справочнике Diсt имеет значение Value. Словарь представ​ляется как неполный список пар вида (Key, Value).
lookup (Key, Dictionary, Value)( Dictionary содержит значение Value, индексированное ключом Key. Dictionary представляется списком пар (Key, Value).
lookup (Key, [(Key, Value) | Dictionary], Value).

lookup (Key, [(Key1, Value1)| Dictionary],Value): - 

Key ( Key1, lookup (Key, Dictionary, Value).
Программа 9.6. Поиск в словаре, представленном списком кортежей.
Рассмотрим пример справочника, используемого для хранения номеров телефо​нов, фамилии владельцев которых играют роль ключей. Предположим, что справоч​ник Dict первоначально представлен списком [(арнольд,8881), (барри,4513), (кэти,5950) | Xs]. Тогда на вопрос lookup (арнольд, Dict, N)?, используемый для поиска номера телефона человека по имени Арнольд, будет получен ответ N = 8881. Вопрос lookup (барри, Dict, 4513), используемый для проверки номера телефона Барри, имеет утвердительный ответ.
Ввод новых ключей и значений рассмотрим на примере вопроса lookup (Дэвид, Dict, 1199)?. Синтаксически этот вопрос кажется проверкой номера телефона Дэвида. Но он приводит к иному результату. Этот вопрос успешно решается: справочник Dict будет теперь представлен списком [(арнольд, 8881), (барри,4513), (кэти,5950), (дэвид, 1199)\ Xs1]. Таким образом, с помощью процедуры lookup вводится новое значение. Но если проверить номер телефона Кэти с помощью вопроса lookup (кэти, Diсt, 5951)?, в котором номер задан неправильно, то вторая запись в справочник номера телефона Кэти сделана не будет: вследствие проверки Key ( Key1 решение вопроса будет безуспешным.
Отметим, что перед началом выполнения программы справочник пуст и обозначается некоторой переменной. Построение справочника происходит при поступлении запросов. Сконструированный справоч​ник используется для выработки корректных ответов. Отметим, что записи поме​щаются в справочник, когда их значения еще неизвестны. Это замечательный пример мощности логической переменной. Как только обнаруживается некоторая запись, она помещается в справочник, а ее значение определяется позже.
При большом числе пар (ключ-значение) поиск в линейном списке становится не очень эффективным. Упорядоченные двоичные деревья позволяют вести поиск информации более эффективно по сравнению с поиском в линейном списке. Неполная структура данных может быть использована для организа​ции бинарного дерева, которое позволит вводить новые ключи и значения, а также искать значение по заданному ключу.
Бинарные деревья, описанные в лекции 3, преобразуются в четырехместную структуру diсt (Key, Value, Left, Right), где Left и Right - левый и правый подсправоч​ники соответственно, a Key и Value как и прежде, ключ и значение. Поиск по дереву-справочнику выполняется рекурсивно по двоичным деревьям, а не по спискам и основан на унификации для конкретизации переменных в структурах справочника. В программе 9.7 определена процедура lookup (Key, Dictionary, Value), которая, как и прежде, обеспечивает поиск значения по заданному ключу и вводит новые значения. На каждом шаге поиска ключ сравнивается с ключом, записанным в текущем узле. Если ключ поиска меньше ключа в текущем узле, то рекурсивно продолжается поиск по левой ветви, если больше, то выбирается правая ветвь. Если ключ не числовой, то предикаты < и > необходимо обобщить. В программе 9.7 в отличие от программы 9.6 следует использовать отсечение. Это обусловлено «нелогическим» характером действий операторов сравнения, которые будут приводить к ошибкам, если ключи не конкретизированы.
lookup (Key, Dictionary, Value) ( Dictionary содержит значение Value, индексированное ключом Key. Dictionary представляется упорядоченным бинарным деревом.
lookup (Key, dict (Key, X, Left, Right), Value): - !, X = Value. 

lookup (Key, dict (Key1, X, Left, Right), Value): - 

Key < Key1, lookup (Key, Left, Value).

        lookup (Key, dict (Key1, X, Left, Right), Value): -

Key > Key1, lookup (Key, Right, Value).
Программа 9.7. Поиск в словаре, составленном в виде бинарного дерева.

Если имеется ряд пар ключей и значений, то справочник их определяет не единственным образом. Форма справочника зависит от порядка, в котором по​ступали вопросы.
9.4. Очереди

Интересным применением разностных списков является организация очередей. Очередь - структура данных для хранения списков, используемая по принципу, «первым записан - первым считан». Голова разностного списка представляет начало очереди, хвост - ее конец, а объекты разностного списка - это элементы очереди. Очередь пуста, если пуст разностный список, т.е. голова и хвост тождественны.
Управление очередью отличается от управления описанным выше справочником. Рассмотрим отношение queue(S), предназначенное для обработки потока команд, представленных списком S. Существуют две основные операции с очередью - вклю​чение элемента в очередь и исключение элемента из очереди, представляемые структурами enqueue (X) и dequeue (X) соответственно, где X - интересующий нас элемент.
В программе 9.8 эти операции реализуются абстрактно. Предикат queue(S) обращается к предикату queue(S,Q), где Q-первоначально пустая очередь. Преди​кат queue/2 является интерпретатором для потока команд включения и исключения. Он воспринимает каждую команду и соответственно изменяет состояние очереди. При включении элемента используется незаполненность хвоста очереди; произво​дится конкретизация его новым элементом и соответствующее обновление хвоста очереди
queue (S)( S - последовательность  операций  включения  элементов  в очередь  и  исключения элементов из очереди, представленных списком термов enqueue(X) и dequeue(X).
queue (S): - queue (S, Q \ Q). 

queue ([enqueue (X) | Xs], Q): - enqueue (X, Q, Q1), queue (Xs, Q1).

queue ([dequeue (X) | Xs], Q): - dequeue (X, Q, Q1), queue (Xs, Q1).

queue ([ ], Q).
enqueue (X, Qh \ [X | Qt], Qh \ Qt).

dequeue (X, [X | Qh] \ Qt, Qh \ Qt).
Программа 9.8. Выполнение операций над очередью.
Выполнение программы завершается, когда исчерпывается поток команд. Эта программа может быть расширена так, чтобы после выполнения последней коман​ды очередь становилась пустой; для этого один базисный факт можно заменить следующим предложением: 
queue ([ ], Q): - empty (Q).
Очередь пуста, если ее голова и хвост конкретизируются пустыми списками, выраженными фактом empty ([ ] \ [ ]).
Рассмотрим использование очередей для раскрытия списка в программе 9.9. 
flatten (Xs. Ys)( Ys- раскрытый список, содержащий элементы из списка Xs.
flatten (Xs, Ys): - flatten_q (Xs, Qs \ Qs, Ys).



(1)
flatten_q ([X | Xs], Ps \ [Xs | Qs], Ys): - flatten_q (X, Ps \ Qs, Ys).(2)

flatten_q (X, [Q | Ps] \ Qs, [X | Ys]): - constant(X), X ( [ ],

flatten_q (Q, Ps \ Qs, Ys).




(3)

flatten_q ([ ], [Q| Ps] \ Qs, Ys): - flatten_q (Q, Ps \ Qs, Ys).
(4)

flatten_q ([ ], [ ] \ [ ], [ ]).





(5)
Программа 9.9. Программа раскрытия списка с использованием очереди.

Основное отношение в программе flatten_q (Ls ,Q, Xs), где Ls - список списков, подлежащий раскрытию, Q- очередь списков, ожидающих раскрытия, и Xs- список элементов в Ls. Первое предложение flatten_q/3 посредством отношения flatten/2 инициализирует пустую очередь. Базовой операцией являются включение в очередь хвоста списка и рекурсивное раскрытие головы списка:
flatten_q ([X | Xs], Q, Ys): - enqueue (Xs, Q, Q1), flatten _q (X, Q1, Ys).
Явно раскрывая отношение enqueue, получим
       flatten_q ([x | Xs], Qh \ [Xs | Qt], Ans): - flatten_q (X, Qh \ Qt, Ys).

что, учитывая переименование переменных совпадает с (2).Если элемент, подлежащих раскрытию, оказывается константой, он добавляется в выходную структуру, строящуюся сверху вниз, и некоторый элемент извлекается из очереди для последующего раскрытия в рекурсивном вызове отношения flatten_q
      flatten_q (X, [Q | Qh] \ Qt, [X \Ys]): - constant (X), X ( [ ],




flatten_q (Q, Qh \ Qt, Ys).

что совпадает с (3). Когда при раскрытии встречается пустой список, либо верхний элемент исключается из очереди

     flatten_q ([ ], [Q | Qh] \ Qt, Ys): - flatten_q (Q, Qh \ Qt, Ys).

это совпадает с (4), либо очередь оказывается пустой, и вычисления прекращаются (5).


Операционный смысл программы: в процессе предполагаемого использования очереди сообщения enqueue (X) передаются с определенными X , а dequeue (X) – c неопределенными X. Пока в очередь включено больше элементов, чем из нее исключено, очередь ведет себя нормально: разность между головой очереди и ее хвостом дает элементы, содержащиеся в очереди. Однако если число полученных команд исключения из очереди превышает число команд включения в очередь, происходит следующее явление – содержимое очереди становится отрицательным. Голова опережает хвост очереди, что приводит к появлению в очереди отрицательной последовательности неопределенных элементов. Число таких элементов определяется числом избыточных операций исключения из очереди.
Лекция 10.  Программирование второго порядка

В предыдущих лекциях были рассмотрены методы программирования на Прологе, основанные непосредственно на логическом программировании. Здесь программирование на Прологе расширяется введением методов, отсутствующих в модели логического программирования. Эти методы основаны на свойствах языка, выходящих за рамки логики первого порядка. Они названы методами второго порядка, поскольку речь здесь идет о множествах и их свойствах, а не об отдельных элементах.
10.1. Множественные выражения

Решение какого-либо вопроса в программе на Прологе вызывает поиск не​которого примера вопроса, выводимого из программы. Но что произойдет, если осуществлять поиск всех примеров вопроса, выводимых из программы. На деклара​тивном уровне такой вопрос лежит вне модели логического программирования. Это вопрос второго порядка, поскольку он касается множества элементов с определенными свойствами. В случае операционного толко​вания он выходит и за рамки вычислительной модели чистого Пролога. В чистом (не содержащем побочных эффектов) Прологе вся информация относительно определенной ветви вычисления при осу​ществлении возврата теряется. Поэтому в чистом Прологе не существует простого способа нахождения множества всех решений для некоторого вопроса или даже определения того, сколько существует решений для данного вопроса.
Рассмотрим предикаты, позволяющие отвечать на вопросы второго порядка, такие предикаты называются  множественными. Их можно считать новыми примитивами, однако нельзя трактовать как подлинные расшире​ния Пролога, так как они могут быть определены в самом Прологе посредством его внелогических предикатов.
Рассмотрим пример применения множественных предикатов, используя пред​ставленную часть библейской базы данных программы 1.1.
отец (терах, авраам).
отец (аран, лот).
отец (терах, нахор).
отец (аран, милка).
отец (терах, аран).
отец (аран, иска).
отец (авраам, исаак).
мужчина (авраам).
мужчина (аран).
женщина (иска).
мужчина (исаак).

мужчина (нахор).
женщина (милка).
мужчина (лот).
Пусть требуется отыскать всех детей определенного отца. Пред​ставим предикат дети (X, Дети), где Дети - список детей X. которые должны быть «извлечены» из фактов отец. Подход, основанный на применении накопителя, реализуется следующим образом:
дети (Х, Сs): - дети (Х, [ ], Cs).

дети (Х, А, Сs): - oтец (X, C), not member (C, A), !, дети (Х, [С | A], Cs).

дети (X, Cs, Cs).
Эта программа на такой вопрос, как дemu (mepax, Xs)?, успешно отвечает Xs = [apaн, нахор, авраам]. Однако подход с использованием накопителей имеет два серьезных недостатка, которые препятствуют развитию более общих множествен​ных предикатов. Первый недостаток состоит в том, что всякий раз, когда некоторое решение добавляется в накопитель, полное дерево поиска обходится заново. В общем случае повторные вычисления должны быть запрещены. Второй недостаток связан с тем, что существуют задачи с общностью. На такой вопрос, как дети (X, Cs)?  будет дан ответ   

 X = терах, Cs = [аран, нахор, авраам], а альтернатив​ное решение при возврате из-за использования отсечения оказывается недоступным. Как только «свободные» переменные конкретизированы, получить альтернативное решение становится невозможно. Удаление же отсечения вызовет некорректное поведение программы при задании вопроса 
 
дети (терах, Н).
Остановимся на двух примитивных множественных предикатах. Отношение bag_of (Term, Goal, Instances) истинно, если Instances-мультимножество всех приме​ров терма Term, для которых цель Goal истинна. Кратные тождественные решения сохраняются. Отношение set_of (Term, Goal, Instances) является некоторым усовер​шенствованием отношения bag_of, где Instances упорядочено, а повторяющиеся элементы удалены.
Отношение дети теперь можно записать следующим образом:
дети (Х, Дети): - set_оf (С, отец (Х, С), Дети).
Завершаемость выполнения множественных предикатов зависит от завершения работы с целью, примеры которой собираются. Для этой цели должен быть выполнен обход полного дерева поиска. Следовательно, бесконечная ветвь, встретившаяся в дереве поиска, приведет к незавершаемости поиска.
Множественные предикаты могут иметь кратные решения. Рассмотрим вопрос

set_of (Y, omeц (X, Y), Дети)?. Существует несколько альтернативных решений, соот​ветствующих различным значениям X. Например, {X = терах, Дети = [авраам, нахор, аран]} и {X = авраам, Дети = [исаак]} являются равно законными решения​ми, которые должны быть получены при поиске с возвратами.
Однако существует другая интерпретация, применимая к вопросу set-of (Y, отец (X ,Y), Дети). Он может рассматриваться как вопрос о всех детях (независимо от отца), упомянутых в фактах программы. В логической интерпретации это означает, что Дети есть множество всех значений Y, таких, что существует некоторое X, для которого отношение отец (Х, Y) истинно. Для представленных выше фактов существует единственное решение этого вопроса: Дети = [авраам, нахop, аран, исаак, лот, милка, иска]. Чтобы отличать такие вопросы от обычных, решаемых поиском с возвратами, используем дополнительное обозначение, с которым вопрос второго типа запишется так:

 set_of ( Y, X ( (отец (X, У), Дети). В общем случае некоторый вопрос Y ( Goal означает, что существует некоторое Y, такое, что цель Goal истинна.
Множественные предикаты могут быть вложенными. Например, все отношения отец - дети могут быть вычислены при ответе на вопрос 
set_of (Отец - Дети, set-of ( X, родитель (Отец, X), Дети ),Ys)? Соответствующим решением будет [терах - [авраам, нахор, аран], авраам -[исаак], аран - [лот, милка, иска]].
Существуют два возможных способа определения поведения предиката set_of (X, Goal, Instances), когда решение цели Goal завершается отказом, т.е. когда она не имеет истинных примеров. Определим предикаты set_of и bag_of так, чтобы их вычисление всегда было успешным; для этого, когда цель Goal не имеет решений, Instances определяется как пустой список. Такое определение предполагает, что «знаниями» в программе является все то, что истинно. Это аналогично аппрокси​мации отрицания «отрицанием как безуспешным вычислением».
Можно определить варианты предикатов set-of и bag_of, вычисление которых будет приводить к отказу, когда решений не существует. Обозначим как set_of1 и bag_of1 и дадим их определения в программе 10.1.
set_of1 (X, Goal, Instances)( Instances - это множество примеров X (если такие суще​ствуют), для которых цель Goal истина.
set_ofl (X, Goal, Instances): - set_of (X, Goal, Instanccs), Instances = [I | Is].
bag_of1(X, Goal, Instances)( Instances - это мультимножество примеров X (если такие существуют), для которых цель Goal истинна. Кратность элемента мульти​множества равна числу различных путей, которыми может быть доказана цель Goal для этого элемента, используемого в качестве примера X.
bag_ofl (X, Goal, Instances): - bag_of (X, Goal, Instances), Instances = [I | Is].

size_of (X, Goal, N)(  N   число различных примеров X, таких, что цель Goal истинна.
size_of (X, Goal, N): - set_of (X, Goal, Instances), length (Instances, N).

length (Xs, N): - См. соответствующую программу
Программа 10.1. Множественные предикаты.

Другие вспомогательные предикаты второго порядка можно определить, используя рассмотренные основные множественные предикаты. Так, подсчитать число различных решений можно с помощью программы size_of (X, Goal, N), которая определяет число N решений X для некоторой цели Goal. Этот предикат представлен в программе 10.1. Если цель Goal не имеет решений, переменная N принимает значение 0. Если требуется, чтобы выполнение предиката size_of при отсутствии решений завершалось отказом, можно вместо предиката set-of исполь​зовать предикат set_of1. Если же вместо предиката set_of применить предикат bag_of, то рассматриваемый нами предикат будет определять число решений с учетом кратных решений.
Еще один вспомогательный множественный предикат предназначен для провер​ки того, все ли решения вопроса удовлетворяют определенному условию. Программа 10.2 определяется предикат  for_ all (Goal, Condition), истинный, когда условие Condition истинно для всех значений цели Goal. В его определении использована переменная Case.
for_all (Goal, Condition)( Для всех решений цели Goal условие Condition истинно.
for_all (Goal, Condition): - set_of (Condition, Goal, Cases), check (Cases).
check ([Case | Cases]): - Case, check (Caces).

check([ ]).
Программа 10.2. Применение множественных предикатов.

С помощью вопроса for-аll (отец (Х, С), мужчина (С))? проверяется, какие отцы имеют детей только мужского пола. Ему соответствуют два ответа: X = терах и X = авраам.
Более простой и эффективный, но менее универсальный вариант предиката for_all можно написать без использования множественных предикатов. Подобный эффект дает совместное использование недетерминизма и отрицания как безуспеш​ного вычисления. Рассмотрим новое определение
for_all (Goal, Condition):- not (Goal, not Condition).
Теперь предикат успешно отвечает на такой вопрос, как for_all (отец (терах, Х), мужчина(Х))?, однако попытка дать решение вопроса for_all (отец (Х, С), мужчина (С))? приводит к отказу.

Упражнения к разделу 10.1.
1. Используя множественное выражение, определите предикат intersect (Xs, Ys, Zs) для поиска пересечения Zs двух списков Xs и Ys. Что должно произойти, если указанные списки не пересекаются? 

10.2. Другие предикаты второго порядка

Логика первого порядка позволяет производить квантификацию по отдельным элементам. Логика второго порядка, кроме того, позволяет проводить квантифи​кацию по предикатам. Включение такого расширения в логическое программиро​вание влечет за собой использование правил с целями, предикатные имена которых являются переменными. Имена предикатов становятся «первоклассными» объекта​ми данных, допускающими модификацию и обработку.
Простым примером отношения второго порядка является установление, все ли элементы некоторого списка обладают определенным свойством. Определим отношение has_property (Xs, P), которое истинно, если элемент из Xs обладает некоторым свойством Р. Расширение синтаксиса Пролога переменными именами предикатов позволяет определить отношение has_property так, следующим образом.

has_property ([X | Xs], P): - P(X),

has_property (Xs, P).

has_property ([ ], P).
 Поскольку в определении предиката has_property можно использовать переменные свойства, он является предикатом второго порядка. Пример использо​вания этого предиката - вопрос has_property (Xs, мужчина)?, проверяющий «все ли люди, входящие в список Xs, мужчины?».
Еще один предикат второго порядка  - map_list (Xs, P, Ys). Здесь Ys - отображение списка Xs по предикату Р. Это означает, что для каждого элемента X из Xs существует соответствующий элемент Y из Ys, такой, что P (X, Y) истинен, причем  Ys сохраняет порядок элементов списка Xs. Определяется так

map_list ([X | Xs], P, [Y | Ys]): - P (X, Y),  map_list (Xs, P, Ys).

map_list ([ ], P, [ ]).
В операционном понимании возможность использования переменных имен предикатов влечет за собой динамическую конструкцию целей в процессе решения вопроса. При постановке вопроса вычисляемое отношение не остается статически неизменным, а динамически определяется в процессе вычисления.
В некоторых версиях Пролога уже существуют средства для реализации предикатов второго порядка. Рассмотрим  базовое отноше​ние - предикат apply, он предназначен для конструиро​вания цели с переменным функтором. Предикат apply определяется множеством предложений - по одному предложению для каждого имени функтора и арности. Например, для функтора  foo арности п требуется записать предложение

apply (foo, X1,.. .,Xn): - foo (X1,.. ,Хn).
Тогда два предиката, определенные на стандартном Прологе будут следующими (определения предложений apply даны здесь для упомянутых ранее примеров). Предикат apply осуществляет структурный контроль. Полный набор предложе​ний apply может быть обобщен посредством использования примитива структур​ного контроля univ. Обобщенный предикат apply (P, Xs) применяет предикат Р к списку аргументов Xs:
apply (F, Xs): - Goal =.. [F | Xs], Goal.
Эту функцию можно обобщить так, чтобы ее можно было применять, начиная с имени предиката, т. е. некоторого атома, и кончая термом, параметризованным переменными. Примером является подстановка значения в список. Если допускается параметризация, то отношение substitute/4 может рассматриваться как пример предиката тар_list. А именно: предикат map_list (Xs, substitute (Old, New, Ys) дает тот же самый результат (список Ys получается в результате замены в списке Xs элемента Old на элемент New), что и отношение, вычисляемое программой, определенной ранее)
has_property (Xs, P)( Каждый элемент списка Xs обладает свойством Р.
has_property ([X | Xs], P): - apply (P, X), has_property (Xs, P).

has_property ([ ], P).

аррlу (мужчина, Х): - мужчина(Х).
map_list (Xs, P, Ys)( Каждый элемент списка Xs находится  в отношении Р с соответствующим ему элементом списка Ys.
map_list ([X | Xs], P, [Y | Ys]): - apply (P, X, Y), map_list (Xs, P, Ys).

map_list ([ ], P, [ ]).
apply (dict, X, Y): - dict (X, Y).
Программа 10.3. Предикаты второго порядка в языке Пролог.

Предикат apply можно также использовать для реализации лямбда - выражений. Лямбда - выражение имеет вид lambda (X1, ..., Xn). Expression. Если заранее известно
множество подлежащих использованию лямбда - выражений, то они могут быть поименованы. Например, приведенное выше выражение можно заменить некоторым уникальным идентификатором, скажем идентификатором foo, и определить пред​ложением apply:
apply (foo, Xl, ..., Xn): - Expression.

Лекция 11. Методы поиска

В этой лекции рассматриваются программы, охватывающие классические для задач искусственного интеллекта методы поиска. В первом разделе обсуждаются общие понятия и принципы поиска в пространстве состояний для задач, фор​мулируемых в терминах графов пространства состояний. Во втором разделе рассматривается минимаксный алгоритм с альфа-бета отсечением для поиска на дереве игры.
11.1. Поиск на графах пространства состояний

Графы пространства состояний используются для представления задач. Вер​шины графа являются состояниями задачи. Две вершины графа связаны ребром, если существует некоторое правило перехода (move), согласно которому произ​водится преобразование одного состояния в другое. Решение задачи состоит в поиске пути из заданного начального состояния в состояние, соответствующее искомому решению, посредством применения последовательности правил перехода.

Программа 11.1 является базовой для решения задач на графах пространства состояний с применением поиска в глубину.
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Предикат path (X, Y, Path) истинен, если Path-путь в графе из вершины X  в вершину Y. Обе концевые точки включаются в путь. Вычисление пути является следствием обхода дерева в глубину. 
path (X, Y, P)( P  - путь между двумя вершинами  X  и Y в ориентированном ациклическом графе, определенном отношением  edge /2

path (X, X, [X]).

path (X, Y, [X | P]): - edge (X, N), path (N, Y, P).
Данные
edge (a, b).
edge (a, c).
edge (a, d).
edge (a, e).
edge (d, j).
edge (c, f).
edge (c, g).
edge (f, h).
edge (e, k).
edge (f, i).
edge (x, y).
edge (y, z).
edge (z, x).
edge (y, u).
edge (z, v).
Определение связности конечного ориентированного ациклического графа.

С  помощью поиска в глубину осуществляется корректный обход любого конечного дереваа или ацикличесуого графа.

Никаких ограничений для представления состояний вводить не следует. Переходы будем описывать бинарным предикатом move (State, Move), где Move - правило перехода, применяемое к состоянию State. Предикат update (State, Move, State1) используется для поиска состояния State1, достижимого с помощью применения правила Move к состоянию State. В ряде случаев процедуры move и update целесообразно объединять. Допустимость возможных переходов оценивается предикатом legal (State), кото​рый проверяет, удовлетворяет ли состояние задачи Slate ограничениям задачи. Для того чтобы предупредить зацикливание, программа сохраняет ранее пройденные состояния. Последовательность переходов из начального состояния в конечное строится путем наращивания в третьем аргументе предиката solve_dfs (State, History, Moves), где Moves - последовательность переходов до достижения требуемого конечного состоя​ния из текущего состояния State. History содержит ранее пройденные состояния.
solve_dfs (State, History, [ ]): - final_state(State).

solve_dfs (State, History, [Move | Moves]): - 

move (State, Move),
update (State, Move, State1),
legal (State1),
not member (State1, History),
solve_dfs (Stale1, [State1 | History], Moves).
Программа 11.1. Базовая программа организации поиска в глубину в пространстве состояний.

Применив Move к State, найдем State1, проверим допустимость перехода и содержит ли History состояное   State1, если нет, то включаем его в History и рекурсивно продолжаем вычисления.

Чтобы использовать базовую программу организации поиска при решении задачи, нужно принять решения о представлении состояний и аксиоматизации процедур move, update и legal. Успешность применения базовой программы в значительной степени зависит от выбора подходящего представления состояний.
Допустим, базовая программа применяется для решения известной задачи о волке, козе и капусте. Сформулируем эту задачу неформально. У фермера есть волк, коза и капуста, и все они находятся на левом берегу реки. Фермер должен перевезти это «трио» на правый берег, но в лодку может поместиться что-то одно - волк, коза или капуста. Существенно в этой задаче то, что рискованно оставлять волка вместе с козой (волки неравнодушны к козлятине), равно как и козу с капустой (козы обожают капусту). Фермер всерьез озадачен сложившимся положением и не желает нарушать экологическое равновесие ценой потери пассажира.
Состояния представляются тройкой wgc (B, L, R), где В - местонахождение лодки (левый или правый берег), L - список находящихся на левом берегу, R - список находящихся на правом берегу. Начальным и конечным состояниями являются 
wgc (left, [wolf ,goat, cabbage], [ ]) и wgc (right, [ ], [wolf, goat, cabbage]) соответственно. Вообще нет необходимости вести списки «обитателей» правого и левого берегов. Зная, кто в данный момент находится на левом берегу, легко определить обитателей правого берега, и наоборот. Но использование двух списков  упрощает описание переходов.
Для проверки зацикливания удобно сохранять списки обитателей в отсортиро​ванном виде. Таким образом, волк всегда будет в списке перед козой, и оба они - перед капустой, если, конечно, все «пассажиры» находятся на одном берегу. Переходы из состояния в состояние  - это перевозка обитателей с одного берега на другой и поэтому может быть специфицирована конкретным «пассажиром», которого будем называть грузом (Cargo). Ситуация, когда фермер переправляется через реку один, специфицируется грузом alone (без груза). Недетерминированное поведение предиката member позволяет, как показано в программе 11.2, сжато описывать все возможные переходы тремя предложениями: для перевозки с левого берега на правый, для перевозки с правого берега на левый и для одиночного плавания фермера в любом направлении.
Состояния в задаче о волке, козе и капусте представляются структурой вида wgc (Boat, Left, Right), где Boat- берег, у которого в данный момент на​ходится лодка, Left -список обитателей левого берега, Right -список оби​тателей правого берега. Для каждого из указанных переходов должна быть специфицирована процедура, которая изменяла бы местонахождение лодки update_boat/2 и состав обитателей берегов update_banks. Использование предиката select позволяет дать компактное описание модифицирующих процедур. Для поддержания списка обитателей берега в упорядоченном состоянии используется процедура update_banks/3, облегчающая проверку на зацикливание. В ней учтены все варианты расширения состава обита​телей на берегу. Наконец, должна быть специфицирована проверка допустимости переходов,то есть волк и коза, равно как и коза с капустой, не могут в отсутствие фермера находиться на одном берегу.

initial_state (wgc, wgc (left, [wolf, goat, cabbage], [ ])).

final_state (wgc (right, [ ], [wolf, goat, cabbage])).

move (wgc (left, L, R), Cargo): - member (Cargo, L).

move (wgc (right, L, R), Cargo): - member (Cargo, R). 

move (wgc (B, L, R), alone).

update (wgc (B, L, R), Cargo, wgc (B1, L1, R1)): -

update_boat (B, В1), update_banks (Cargo, B, L, R, L1 , R1).
        update_boat (left, right).

        update_boat (right, left).

        update_banks (alone, B, L,  R, L, R).

update_banks (Cargo, left, L, R, L1, R1): -



select (Cargo, L, L1), insert(Cargo, R, R1).

update_banks (Cargo, right, L, R, L1 , R1 ): -
select (Cargo, R, Rl), insert (Cargo, L, Ll).
insert (X, [Y | Ys], [X, Y | Ys]): - precedes (X, Y).

insert (X, [Y | Ys], [Y | Zs]): - precedes (Y, X), insert (X, Ys, Zs).

insert (X, [ ], [X]).
precedes (wolf, X).

precedes (X, cabbage).
legal (wgc (left, L, R)): - not illegal (R).

legal (wgc (right, L, R)): - not illegal (L).
illegal (L): - member (wolf, L), member (goat, L).
illegal (L): - member (goat, L), member (cabbage, L).

Программа 11.2. Программа для решения задачи о волке, козе и капусте.

Программа 11.2 объединяет в дополнение к базовой программе 11.1 все факты и правила, необходимые для решения задачи о волке, козе и капусте.

Другая возможность улучшения эффективности процедуры поиска, исследован​ная в ранних работах по искусственному интеллекту, связана с эвристическими методами. Общая схема основана на явном выборе следующего состояния при поиске на графе пространства состояний. Этот выбор зависит от численных меток, присвоенных позициям. Метка, вычисляемая с помощью оценочной функции, является мерой качества позиции. Поиск в глубину можно рассматривать как частный случай процедуры поиска, в которой значение оценочной функции равно расстоянию от текущего состояния до начального состояния, в то время как в процедуре поиска в ширину оценочная функция имеет значение, обратное указан​ному расстоянию.
Рассмотрим два метода поиска, в которых явно используется оценочная функ​ция: «подъем на холм», и «сначала - лучший». Методы будут описаны абстрактно.
Метод «подъем на холм» является обобщением поиска в глубину, в котором следующей выбирается позиция с наивысшей оценкой, а не самая левая позиция, как предопределено Прологом. Верхний уровень процедуры поиска, реализованной программой 11.1. сохраняется. В методе «подъем на холм» предикат move гене​рирует все состояния, которые могут быть достигнуты из текущего состояния за один переход с помощью предиката set_of. Затем эти состояния выстраиваются в порядке убывания вычисленных значений оценочной функции. 
«Подъем на холм» полезен, когда в пространстве состояний есть только один «холм» и оценочная функция является действительным указателем направления поиска. Существенно, что метод осуществляет локальный просмотр графа про​странства состояний, принимая решение о направлении перехода лишь на основе текущего состояния.
Альтернативный метод поиска «сначала - лучший» основан на глобальном рас​смотрении полного пространства состояний. Лучшее состояние выбирается из всех не пройденных до сих пор состояний.
Поиск «сначала - лучший» является обобщением алгоритма поиска в ширину. На каждом этапе поиска выполняется очередной наилучший из доступных переходов, рассматривается не один, а множество возможных переходов, производится фильтрация множества последующих состояний путем их проверки на соответствие ограничениям задачи. Один из недостатков алгоритма поиска в ширину (а следователь​но, и поиска «сначала -лучший») заключается в неудобстве вычисления пролагае​мого пути. Каждое состояние должно быть явно запомнено вместе с пройденным путем. 
Упражнения к разделу 11.1.

1.
Напишите программу для  решения  задачи  о  миссионерах  и  каннибалах,  которая формулируется следующим образом:
Три миссионера и три каннибала находятся на левом берегу реки. Здесь же - небольшая лодка, вмещающая не более двух человек. Все хотят перебраться на другой берег. Если на каком-либо берегу миссионеров окажется больше, чем каннибалов, то миссионеры обратят каннибалов в свою веру. Найти последовательность ездок, гарантирующую безопасность миссионерам и свободу вероисповедания каннибалам.
2. 
Пять ревнивых мужей (Э. Дьюдени, 1917).
Во время наводнения пять супружеских пар оказались отрезанными от суши водой. В их распоряжении была одна лодка, которая могла одновременно вместить только трех человек. Каждый супруг был настолько ревнив, что не мог позволить своей супруге находиться в лодке или на любом берегу с другим мужчиной (или мужчинами) в его отсуствие. Найти способ переправить на сушу этих мужчин и их жен в целости и сохранности.
3.  По аналогии с программой 11.1 разработайте базовую программу для решения задач методом поиска в ширину.
11.2. Игровые деревья поиска

Игра начинается, например, с расстановки шахматных фигур, сдачи карт, распределения спичек и т. п. Решив, кто начнет игру, игроки делают ходы по очереди. После каждого хода позиция игры соответственно обновляется.
Превратим это туманное описание в простую базовую программу игры. Предло​жением верхнего уровня будет:
играть (Игра, Результат): -
инициализировать (Игра, Позиция, Игрок), 
отобразить (Позиция, Игрок), 
играть (Позиция, Игрок, Результат).
Предикат инициализировать (Игра, Позиция, Игрок) определяет начальную позицию Позиция игры Игра и игрока Игрок, начинающего игру.
Игра представляется последовательностью шагов, каждый из которых состоит в выборе игроком хода, выполнении хода и определении игрока, который должен выполнять следующий ход. Поэтому более точное описание дает процедура играть, имеющая три аргумента: позиция игры, игрок, выполняющий ход, и конечный Результат. При этом удобно отделить выбор хода выбрать ход/3 от его выполнения ходить/3. Остальные предикаты в представленном ниже предложении служат для отображения состояния игры и определения игрока, выполняющего следующий ход:
играть (Позиция, Игрок, Результат): -
выбрать_ход (Позиция, Игрок, Ход),
ходить (Ход, Позиция. Позиция 1), 
отобразить игру (Позиция 1, Игрок),

следующий_ игрок (Игрок, Игрок1), !,

играть (Позиция1, Игрок1, Результат).
Программа 11.3 определяет логическую основу игровых программ. Используя ее для написания программ конкретных игр, следует сосредоточить внимание на важных игровых вопросах: какие структуры данных должны быть использованы для представления позиции игры и какие должны быть выражены стратегии игры.
играть (Игра)( Играть игру с именем Игра.
играть (игра): -
инициализировать (Игра, Позиция, Игрок),
отобразить_игру (Позиция, Игрок), 
играть(Позиция, Игрок, Результат).
играть (Позиция, Игрок, Результат): -
игра_окончена (Позиция, Игрок, Результат), !, 
объявить (Результат).
играть (Позиция, Игрок, Результат): - 

выбрать-ход (Позиция, Игрок, Ход), 
ходить (Ход, Позиция, Позиция1), 
отобразить_игру (Позиция1, Игрок),
другой_игрок (Игрок, Игрок1), !,
играть (Позиция1, Игрок1, Результат).
Программа 11.3. Базовая программа игры. 

Базовые программы решения задач, представленные в предыдущих разделах, легко адаптируются для игр. Для заданного определенного состояния игры задача состоит в поиске последовательности ходов, ведущих к выигрышной позиции. Дерево игры подобно графу пространства состояний: оно получается идентифи​кацией состояний с вершинами и ходов игроков с ребрами. Каждый уровень в дереве игры называется слоем.
Опишем основной подход к организации поиска на игровых деревьях с примене​нием оценочной функции оцен​ка (Позиция, Оценка), используемой для вычисления оценки Оценка позиции Позиция - текущего состояния игры. Для выбора следующего хода используется простой алгоритм:
Найти все возможные состояния игры, которые могут быть достигнуты за один ход.
Используя оценочную функцию, вычислить оценки состояний.
Выбрать ход, ведущий к позиции с наивысшей оценкой.
Этот алгоритм представлен программой 11.4. В ней предусматривается использова​ние предиката ходить (Ход, Позиция, Позиция1), который для достижения состояния Позиция1 применяет к состоянию Позиция ход Ход. Связь с базовой программой 11.3 обеспечивается предложением
выбрать_ход (Позиция, компьютер, Ход): -
установить (М, ход (Позиция, М), Ходы).
оценить_и_ выбрать (Ходы, Позиция, (nil, - 1000), Ход).
оценить_и_вы6рать (Ходы, Позиция, Запись, ЛучшийХод)( Выбирает ЛучшийХод из множества ходов Ходы, исходя из текущей позиции Позиция и записывает текущий лучший ход.
оценить_и_выбрать ([Ход | Ходы], Позиция, Запись, ЛучшийХод): -
ходить (Ход, Позиция, Позиция1),
оценка (Позиция1, Оценка),
изменить (Ход, Оценка, Запись, Запись1),
оценить_и_выбрать (Ходы, Позиция, Запись1, ЛучшийХод).

оценить_и_выбрать ([ ], Позиция, (Ход, Оценка), Ход).
изменить (Ход, Оценка, (Ход1, Оценка1), (Ход1, Оценка1)): - Оценка ( Оценка1. 
изменить (Ход, Оценка, (Ход1, Оценка1),(Ход, Оценка)): - Оценка > Оценка 1.
Программа 11.4.  Выбор лучшего хода.

Предикат ход (Позиция, Ход) истинен, если ход Ход - возможный ход из текущей позиции.
Базовое отношение программы – оценить_и_выбрать (Ходы, Позиция, Запись, Ход) обеспечивает выбор лучшего хода Ход из возможных ходов Ходы, исходя из данной позиции Позиция. Для каждого возможного хода определяется соответствующая позиция, вычисляется ее оценка и выполняется ход с наивысшей оценкой. Пере​менная Запись используется для записи наилучшего текущего хода. В программе 11.4 она представлена парой (Ход, Оценка}. Структура Запись должна быть частично абстрактной в процедуре изменение/4. Если оценочная функция была бы совершенной, то есть ее значение отражало бы, какие позиции ведут к победе, а какие - к поражению, то в программе 11.4 достаточно было бы просмотра вперед на один шаг. Игры становятся интереснее, когда совершенная оценочная функция неизвестна. Выбор хода на основе просмотра вперед на один шаг в общем случае не является хорошей стратегией. Лучше просматривать на несколько ходов вперед и на основании результатов просмотра выбирать лучший ход.
Стандартный метод определения оценки позиции, основанный на просмотре вперед нескольких слоев дерева игры, называется минимаксным алгоритмом. Его идея состоит в следующем: в алгоритме предполагается, что противник из нескольких возможностей сделает выбор, лучший для себя, то есть худший для нас. Поэтому цель - сделать ход, максимизирующий оценку позиции, возможной после лучшего хода противника, то есть минимизирующий оценку для него. Отсюда название - мини​максный алгоритм. Число слоев дерева игры, просматриваемых при поиске, зависит от доступных ресурсов. На последнем слое используется оценочная функция. В предположении, что оценочная функция выбрана разумно, алгоритм будет давать тем лучшие результаты, чем больше слоев просматривается при поиске. Наилучший ход будет получен при просмотре всего дерева игры.
Минимаксный алгоритм основан на предположении о нулевой сумме выигрышей игроков, которое неформально означает: что хорошо для нас должно быть плохо для.

Минимаксный алгоритм реализуется программой 11.5. Основное отношение программы минимакс (D, Позиция, МаксМин, Ход, Оценка) истинно, если Ход - ход, с наивысшей оценкой Оценка позиции Позиция, полученной в результате поиска на слое D дерева игры. Признак МаксМин указывает, что производится - максимизация (1) или минимизация (-1). В предикат оценить_и_выбрать должны быть введены два дополнительных аргумента: число слоев D и признак МаксМин. Последний аргу​мент (ЛучшийХод) предиката используется для записи не только хода, но и оценки. Процедура минимакс производит необходимые вычисления, а также изменение числа просмотренных вперед ходов и признака. Исходное значение записи Запись устанавливается равным             (nil, -1000), где nil представляет произвольный ход, а  -1000 - это оценка, меньшая любого возможного значения оценочной функции.
оцепить_ и_выбрать (Ходы, Позиция, Глубина, Признак, Запись, ЛучшийХод)(
Выбирает лучший ход Лучший Ход из множества ходов Ходы в текущей позиции Позиция с использованием минимаксного алгоритма поиска с числом просматри​ваемых вперед слоев, определяемых параметром. Признак Признак указывает, что производится в текущий момент минимизация или максимизация. Переменная Запись используется для регистрации текущего лучшего хода.
оценить_и_выбрать ([Ход | Ходы], Позиция, D, МаксМин, Запись, ЛучшийХод): -
ходить (Ход, Позиция, Позиция1),
минимакс (D, Позиция1, МаксМин, Ход, Оценка),
изменить (Ход, Оценка, Запись, Запись1),
оценить_и_выбрать (Ходы, Позиция, D, МаксМин, Запись1, ЛучшийХод).

оценить_и_ выбрать ([ ], Позиция, D, МаксМин, Запись, Запись).
минимакс (0, Позиция, МаксМин, Ход, Оценка): -
оценка ( Позиция,  V),

оценка : = V * МаксМин.

        минимакс (D, Позиция, МаксМин, Ход, Оценка): -
D>0,

set_of (М, ход (Позиция, М), Ходы),
Dl: = D - 1,
МинМакс: = - МаксМин,
оценить_и_выбрать (Ходы, Позиция, D1, МинМакс, (nil, - 1000), (Ход, Оценка)).
изменить (Ход, Оценка, Запись, Запись1): - См. программу 11.4.
Программа 11.5. Выбор лучшего хода с использованием минимаксного алгоритма.
Выводы о повышении эффективности программы поиска на графе пространства состояний в результате объединения процедур генерации перехода и изменения состояния по аналогии распространяются и на случай поиска на игровых деревьях. В зависимости от решаемой задачи и при соответствующем изменении алгоритма может оказаться целесообразным вычислять множество позиций, а не множество ходов.
Часть 2

Функциональное программирование

В 40-х годах XX века появи​лись первые цифровые компьютеры, которые, как известно, программировались при по​мощи переключения различного рода тумблеров, проводков и кнопок. Число таких перек​лю​чений достигало порядка нескольких сотен и неумолимо росло с ростом сложности прог​рамм. Поэтому следующим шагом развития программирования стало создание все​воз​можных ассемблерных языков с простой мнемо​никой.Однако даже ассемблеры не могли стать тем инструментом, которым смогли бы поль​зоваться обыкновенные люди, т.к. мнемокоды все еще оставались слишком сложными, тем более что всякий ассемблер был жёстко связан с архитектурой, на которой он ис​пол​нял​ся. Таким образом, следующим шагом после ассемблера стали так называемые им​пе​ра​тив​ные языки высокого уровня (BASIC, Pascal, C, Ada и прочие, включая объектно-ори​ен​ти​рован​ные). Императивными такие языки были названы по той простой причине, что глав​ным их свойством является ориентированность, в первую очередь, на пос​ле​до​ва​тель​ное исполне​ние инструкций оперирующих с памятью (т.е. присваиваний) и итеративные цик​лы. Вызо​вы функций и процедур, даже рекурсивные, не избавляли такие языки от яв​ной импера​тивности (предписания).Возвращаясь к функциональному программированию... Краеугольным камнем в пара​диг​ме функционального программирования, как будет показано далее, является функция. Ес​ли вспомнить историю математики, то можно оценить возраст понятия «функция». Ему уже около четырёхсот лет, и математика придумала бесчисленное мно​жество те​о​ре​ти​чес​ких и практических аппаратов для оперирования функциями, начиная от обыкновенных опе​ра​ций диф​ференцирования и интегрирования, заканчивая заумными функ​ци​о​наль​ны​ми анализами, теориями нечётких множеств и функций комплексных переменных.

Математические функции выражают связь между параметрами (входом) и результатом (вы​ходом) некоторого процесса. Так как вычисление — это тоже процесс, имеющий вход и выход, функция является вполне подходящим и адекватным средством описания вы​чис​ле​ний. Именно этот простой принцип положен в основу функциональной парадигмы и фун​к​ционального стиля программирования. Фун​кциональная программа представляет со​бой набор определений функций. Функции опре​деляются через другие функции или ре​кур​сивно — через самих себя. В процессе выполне​ния программы функции получают па​ра​метры, вычисляют и возвращают результат, в слу​чае необходимости вычисляя значения дру​гих функций. Программируя на функциональ​ном языке, программист не должен опи​сы​вать порядок вычислений. Ему необходимо просто описать желаемый результат в виде сис​темы функций.

История функционального программирования

Как известно, теоретические основы императивного программирования были заложены ещё в 30-х годах XX века Аланом Тьюрингом и Джоном фон Нейманом. Теория, по​ло​жен​ная в ос​но​ву функционального подхода, также родилась в 20-х — 30-х годах. В числе раз​ра​ботчиков математических основ функционального программирования можно назвать Мо​зеса Шён​финкеля (Германия и Россия) и Хаскелла Карри (Англия), разработавших ком​бинаторную логику, а также Алонзо Чёрча (США), создателя (-исчисления.Теория так и оставалась теорией, пока в начале 50-х прошлого века Джон МакКарти не раз​работал язык Lisp, который стал первым почти функциональным языком прог​рам​ми​ро​ва​ния и на протяжении многих лет оставался единственным таковым. Хотя Lisp всё ещё ис​пользуется (как, например, и FORTRAN), он уже не удовлетворяет некоторым сов​ре​мен​ным запросам, которые заставляют разработчиков программ взваливать как можно боль​шую ношу на компилятор, облегчив тем самым свой непосильный труд. Не​об​хо​ди​мость в этом, конечно же, возникла из-за всё более возрастающей сложности программного обес​печения.

В связи с этим обстоятельством всё большую роль начинает играть типизация. В конце 70-х — начале 80-х годов XX века интенсивно разрабатываются модели типизации, под​хо​дящие для функциональных языков. Большинство этих моделей включали в себя под​дер​жку таких мощных механизмов как абстракция данных и полиморфизм. Появляется мно​жест​во типизированных функциональных языков: ML, Scheme, Hope, Miranda, Clean и мно​гие другие. Вдобавок постоянно увеличивается число диалектов.

В результате вышло так, что практически каждая группа, занимающаяся функциональ​ным программированием, использовала собственный язык. Это препятствовало дальней​шему распространению этих языков и порождало многочисленные более мелкие пробле​мы. Чтобы исправить ситуацию, объединенная группа ведущих исследователей в области функционального программирования решила воссоздать достоинства различных языков в новом универсальном функциональном языке. Первая реализация этого языка, названного Haskell в честь Хаскелла Карри, была создана в начале 90-х годов. В настоящее время дей​ствителен стандарт Haskell-98.

В первую очередь большинство функциональных языков программирования реализу​ются как интерпретаторы, следуя традициям Lisp’а. Интерпретаторы удобны для быстрой отладки программ, исключая длительную фазу компиляции, тем самым укорачивая обыч​ный цикл разработки. Однако с другой стороны, интерпретаторы в сравнении с компиля​торами обычно проигрывают по скорости выполнения в несколько раз. Поэтому помимо интерпретаторов существуют и компиляторы, генерирующие неплохой машинный код (например, Objective Caml) или код на C/C++ (например, Glasgow Haskell Compiler). Что показательно, практически каждый компилятор с функционального языка реализован на этом же самом языке.

Свойства функциональных языков

В качестве основных свойств функциональных языков кратко рассмотрим следующие:

· краткость и простота;

· строгая типизация;

· модульность;

· функции — это значения;

· чистота (отсутствие побочных эффектов);

· отложенные (ленивые) вычисления.

Краткость и простота

Программы на функциональных языках обычно намного короче и проще, чем те же са​мые программы на императивных языках. Сравним программы на C и на абстрактном функциональном языке на примере сортировки списка быстрым методом Хоара (пример, уже ставший классическим при описании преимуществ функциональных языков).

Пример 1. Быстрая сортировка Хоара на C.

void quickSort (int a[], int l, int r)

{


int i = l;


int j = r;


int x = a[(l + r) / 2];


do


{



while (a[i] < x) i++;



while (x < a[j]) j--;



if (i <= j)



{




int temp = a[i];




a[i++] = a[j];




a[j--] = temp;



}


}


while (i <= j);


if (l < j) quickSort (a, l, j);


if (i < r) quickSort (a, i, r);

}

Пример 2. Быстрая сортировка Хоара на абстрактном функциональном языке.

quickSort ([]) = []

quickSort ([h : t]) = quickSort (n | n ( t, n <= h) + [h] + quickSort (n | n ( t, n > h)

Пример 2 следует читать так:

1. Если список пуст, то результатом также будет пустой список.

2. Иначе (если список не пуст) выделяется голова (первый элемент) и хвост (список из ос​тавшихся элементов, который может быть пустым). В этом случае результатом будет яв​ляться конкатенация (сращивание) отсортированного списка из всех элементов хвоста, ко​торые меньше либо равны голове, списка из самой головы и списка из всех элементов хвос​та, которые больше головы.

Строгая типизация

Практически все современные языки программирования являются строго ти​пи​зи​ро​ван​ны​ми языками (возможно, за исключением JavaScript и его диалектов, не существует им​пе​ративных языков без понятия «тип»). Строгая типизация обеспечивает безопасность. Прог​рамма, прошедшая проверку типов просто не может выпасть в опера​ционную сис​те​му с сообщением, подобным "access violation", особенно это касается таких языков, как C/C++ и Object Pascal, где применение указателей является типичным спосо​бом использо​ва​ния языка. В функциональных языках большая часть ошибок может быть исправлена на ста​дии компиляции, поэтому стадия отладки и общее время разработки программ сок​ра​ща​ются. Вдобавок к этому строгая типизация позволяет компилятору ге​нерировать более эф​фективный код и тем самым ускорять выполнение программ.

Рассматривая пример с быстрой сортировкой Хоара, можно увидеть, что помимо уже упо​мянутых отличий между вариантом на языке C и вариантом на абстрактном функцио​нальном языке, есть ещё одно важное отличие: функция на C сортирует список значений ти​па int (целых чисел), а функция на абстрактном функциональном языке — список значе​ний любого типа, который принадлежит к классу упорядоченных величин. Поэтому пос​ледняя функция может сортировать и список целых чисел, и список чисел с плавающей точкой, и список строк. Можно описать какой-нибудь новый тип. Определив для этого ти​па операции сравнения, возможно без перекомпиляции использовать quickSort и со спис​ками значений этого нового типа. Это полезное свойство системы типов называется пара​метрическим или истинным полиморфизмом, и поддерживается большинством функцио​нальных языков.

Ещё одной разновидностью полиморфизма является перегрузка функций, позволяющая давать различным, но в чём-то схожим функциям одинаковые имена. Типичным приме​ром перегруженной операции является обычная операция сложения. Функции сложения для целых чисел и чисел с плавающей точкой различны, однако для удобства они носят одно и то же имя. Некоторые функциональные языки помимо параметрического полимор​физма, поддерживают и перегрузку операций.

В языке C++ имеется такое понятие, как шаблон, которое позволяет программисту оп​ределять полиморфные функции, подобные quickSort. В стандартную библиотеку C++ STL входит такая функция и множество других полиморфных функций. Но шаблоны C++, как и родовые функции Ada, на самом деле порождают множество перегруженных функ​ций, которые, кстати, компилятор должен каждый раз компилировать, что неблагоприятно сказывается на времени компиляции и размере кода. А в функциональных языках поли​морфная функция quickSort — это одна единственная функция.

В некоторых языках, например в Ada, строгая типизация вынуждает программиста явно описывать тип всех значений и функций. Чтобы избежать этого, в строго типизированные функциональные языки встроен специальный механизм, позволяющий компилятору опре​делять типы констант, выражений и функций из контекста. Этот механизм называется ме​ханизмом вывода типов. Известно несколько таких механизмов, однако большинство из них являются разновидностями модели типизации Хиндли-Милнера, разработанной в на​чале 80-х годов XX века. Таким образом, в большинстве случаев можно не указывать типы фун​к​ций.

Модульность

Механизм модульности позволяет разделять программы на несколько сравнительно не​зависимых частей (модулей) с чётко определёнными связями между ними. Тем самым об​легчается процесс проектирования и последующей поддержки больших программных сис​тем. Поддержка модульности не является свойством именно функциональных языков прог​раммирования, однако поддерживается большинством таких языков. Существуют очень развитые модульные императивные языки. В качестве примеров подобных языков можно привести Modula-2 и Ada-95.

Функции — это значения

В функциональных языках (равно как и вообще в языках программирования и ма​те​ма​ти​ке) функции могут быть переданы другим функциям в качестве аргумента или воз​вра​ще​ны в качестве результата. Функции, принимающие функциональ​ные аргументы, на​зы​ва​ются функциями высших порядков или функционалами. Самый, пожалуй, известный фун​к​ционал, это функция map. Эта функция применяет некоторую функцию ко всем эле​мен​там списка, формируя из результатов заданной функции другой список. Например, оп​ре​делив функцию возведения целого числа в квадрат как:

square (N) = N * N
Можно воспользоваться функцией map для возведения в квадрат всех элементов неко​торого списка:

squareList = map (square, [1, 2, 3, 4])

Результатом выполнения этой инструкции будет список [1, 4, 9, 16].

Чистота (отсутствие побочных эффектов)

В императивных языках функция в процессе своего выполнения может читать и моди​фицировать значения глобальных переменных и осуществлять операции ввода/вывода. Поэтому, если вызвать одну и ту же функцию дважды с одним и тем же аргументом, мо​жет случиться так, что в качестве результата вычислятся два различных значения. Такая функция называется функцией с побочными эффектами.

Описывать функции без побочных эффектов позволяет практически любой язык. Одна​ко некоторые языки поощряют или даже требуют от функции побочных эффектов. Напри​мер, во многих объектно-ориентированных языках в функцию член класса передаётся скрытый пара​метр (чаще он называется this или self), который эта функция неявно модифицирует.

В чистом функциональном программировании оператор присваивания отсутствует, объекты нельзя изменять и уничтожать, можно только создавать новые путем декомпози​ции и синтеза существующих. О ненужных объектах позаботится встроенный в язык сбор​щик мусора. Благодаря этому в чистых функциональных языках все функции свободны от побочных эффектов. Однако это не мешает этим языкам имитировать некоторые полезные императивные свойства, такие как исключения и изменяемые массивы. Для этого сущест​вуют специальные методы.

Каковы же преимущества чистых функциональных языков? Помимо упрощения анали​за программ есть ещё одно весомое преимущество — параллелизм. Раз все функции для вычислений используют только свои параметры, мы можем вычислять независимые функ​ции в произвольном порядке или параллельно, на результат вычислений это не повлияет. Причём параллелизм этот может быть организован не только на уровне компилятора язы​ка, но и на уровне архитектуры. В нескольких научных лабораториях уже разработаны и используются экспериментальные компьютеры, основанные на подобных архитектурах. В качестве примера можно привести Lisp-машину.

Отложенные вычисления

В традиционных языках программирования (например, C++) вызов функции приводит к вычислению всех аргументов. Этот метод вызова функции называется вызов-по-значе​нию. Если какой-либо аргумент не использовался в функции, то результат вычислений пропадает, следовательно, вычисления были произведены впустую. В каком-то смысле противоположностью вызова-по-значению является вызов-по-необходимости. В этом слу​чае аргумент вычисляется, только если он нужен для вычисления результата. Примером такого поведения можно взять оператор конъюнкции всё из того же C++ (&&), который не вычисляет значение второго аргумента, если первый аргумент имеет ложное значение.

Если функциональный язык не поддерживает отложенные вычисления, то он называет​ся строгим. На самом деле, в таких языках порядок вычисления строго определен. В ка​честве примера строгих языков можно привести Scheme, Standard ML и Caml.

Языки, использующие отложенные вычисления, называются нестрогими. Haskell — нес​трогий язык, так же как, например, Gofer и Miranda. Нестрогие языки зачастую являются чистыми.

Очень часто строгие языки включают в себя средства поддержки некоторых полезных воз​можностей, присущих нестрогим языкам, например бесконечных списков. В поставке Standard ML присутствует специальный модуль для поддержки отложенных вычислений. А Objective Caml помимо этого поддерживает дополнительное зарезервированное слово lazy и конструкцию для списков значений, вычисляемых по необходимости.

Решаемые задачи

В качестве задач, традиционно рассматриваемых в курсах функционального програм​мирования, можно выделить следующие:

1. Получение остаточной процедуры.

Если даны следующие объекты:

P (x1, x2, ..., xn) — некоторая процедура.

x1 = a1, x2 = a2 — известные значения параметров.

x3, ..., xn — неизвестные значения параметров.

Требуется получить остаточную процедуру P1 (x3, ..., xn). Эта задача решается только на узком классе программ.

2. Построение математического описания функций.

Пусть имеется программа P. Для неё определены входные значения <x1, ..., xn> и выходные значения <y1, ..., ym>. Требуется построить математичекое описание функции
f : Dx1 ( ... ( Dxn ( Dy1 ( ... ( Dym.

3. Определение формальной семантики языка программирования.

4. Описание динамических структур данных.

5. Автоматическое построение «значительной» части программы по описанию структур данных, которые обрабатываются создаваемой программой.

6. Доказательство наличия некоторого свойства программы.

7. Эквивалентная трансформация программ.

Все эти задачи достаточно легко решаются средствами функционального программиро​вания, но практически неразрешимы в императивных языках.

Справочный материал

· Языки функционального программирования

В этом разделе приведено краткое описание некоторых языков функционального прог​раммирования (очень немногих). Дополнительную информацию можно почерпнуть, прос​мотрев ресурсы, перечисленные в следующем разделе.

· Lisp (List processor). Считается первым функциональным языком программирова​ния. Нетипизирован. Содержит массу императивных свойств, однако в общем поощ​ряет именно функциональный стиль программирования. При вычислениях использу​ет вызов-по-значению. Существует объектно-ориентированный диалект языка — CLOS. 

· ISWIM (If you See What I Mean). Функциональный язык-прототип. Разработан Лан​диным в 60-х годах XX века для демонстрации того, каким может быть язык функционально​го программирования. Вместе с языком Ландин разработал и специальную виртуаль​ную машину для исполнения программ на ISWIM’е. Эта виртуальная машина, осно​ванная на вызове-по-значению, получила название SECD-машины. На синтаксисе языка ISWIM базируется синтаксис многих функциональных языков. На синтаксис ISWIM похож синтаксис ML, особенно Caml. 

· Scheme. Диалект Lisp’а, предназначенный для научных исследований в области computer science. При разработке Scheme был сделан упор на элегантность и просто​ту языка. Благодаря этому язык получился намного меньше, чем Common Lisp. 

· ML (Meta Language). Семейство строгих языков с развитой полиморфной системой типов и параметризуемыми модулями. ML преподается во многих западных универ​ситетах (в некоторых даже как первый язык программирования). 

· Standard ML. Один из первых типизированных языков функционального програм​мирования. Содержит некоторые императивные свойства, такие как ссылки на изме​няемые значения и поэтому не является чистым. При вычислениях использует вы​зов-по-значению. Очень интересная реализация модульности. Мощная полиморфная система типов. Последний стандарт языка — Standard ML-97, для которого существует формаль​ные математические определения синтаксиса, а также статической и динамической семантик языка. 

· Caml Light и Objective Caml. Как и Standard ML принадлежит к семейству ML. Objective Caml отличается от Caml Light в основном поддержкой классического объектно-ориентированного программирования. Также как и Standard ML строгий, но имеет некоторую встроенную поддержку отложенных вычислений. 

· Miranda. Разработан Дэвидом Тернером, в качестве стандартного функционального языка, использовавшего отложенные вычисления. Имеет строгую полиморфную сис​тему типов. Как и ML преподаётся во многих университетах. Оказал большое вли​яние на разработчиков языка Haskell. 

· Haskell. Один из самых распространённых нестрогих языков. Имеет очень развитую систему типизации. Несколько хуже разработана система модулей. Последний стан​дарт языка — Haskell-98. 

· Gofer (GOod For Equational Reasoning). Упрощённый диалект Haskell’а. Предназначен для обучения функциональному программированию. 

· Clean. Специально предназначен для параллельного и распределённого программи​рования. По синтаксису напоминает Haskell. Чистый. Использует отложенные вы​числения. С компилятором поставляется набор библиотек (I/O libraries), позволяю​щих программировать графический пользовательский интерфейс под Win32 или MacOS.

Лекция 1. «Структуры данных и базисные операции»

Как уже говорилось в первой лекции, основой функциональной парадигмы прог​рам​ми​ро​вания в большей мере являются такие направления развития математической мысли, как комбинаторная логика и (-исчисление. В свою очередь последнее более тесно связано с функциональным программированием, и именно (-исчисление называют те​о​ре​ти​чес​ки​ми основами функционального программирования.

Для того, чтобы рассматривать теоретические основы функционального прог​рам​ми​ро​ва​ния, необходимо в первую очередь ввести некоторые соглашения, описать обозначения и построить некоторую формальную систему.

Пусть заданы объекты некоторого первичного типа A. Сейчас совершенно не важно, что именно представляют собой эти выделенные объекты. Обычно считается, что на этих объ​ектах определён набор базисных операций и предикатов. По традиции, которая пошла ещё от МакКарти (автор Lisp’а), такие объекты называются атомами. В теории фак​ти​чес​кий способ реализации базисных операций и предикатов совершенно не важен, их су​щес​т​во​вание просто постулируется. Однако каждый конкретный функциональный язык ре​а​ли​зу​ет базисный набор по-своему.

В качестве базисных операций традиционно (и в первую очередь это объясняется те​о​ре​тической не​об​хо​димостью) выделяются следующие три:

1. Операция создания пары — prefix (x, y) ( x : y ( [x | y]. Эта операция также называется кон​структором или составителем.

2. Операция отсечения головы — head (x) ( h (x). Это первая селективная операция.

3. Операция отсечения хвоста — tail (x) ( t (x). Это вторая селективная операция.

Селективные операции отсечения головы и хвоста также называют просто селекторами. Вы​деленные операции связаны друг с другом следующими тремя аксиомами:

1. head (x : y) = x

2. tail (x : y) = y

3. prefix (head (x : y), tail (x : y)) = (x : y)

Всё множество объектов, которые можно сконструировать из объектов первичного ти​па в результате произвольного применения базисных операций, носит название множество S-выражений (обозначение — Sexpr (A)). Например:

a1 : (a2 : a3) ( Sexpr
Для дальнейших исследований вводится фиксированный атом, который также при​над​ле​жит первичному типу A. Этот атом в дальнейшем будет называться «пустым списком» и обозначаться символами [] (хотя в разных языках функционального програмирования мо​гут существовать свои обозначения для пустого списка). Теперь можно определить то, чем собственно занимается функциональное программирование — собственное под​мно​жес​тво List (A) ( Sexpr (A), которое называется «список над A».

Определение:

1(. Пустой список [] ( List (A)

2(. x ( A & y ( List (A) ( x : y ( List (A)

Главное свойство списка: x ( List (A) & x ( [] ( head (x) ( A; tail (x) ( List (A).

Для обозначения списка из n элементов можно употреблять множество различных но​та​ций, однако здесь будет использоваться только такая: [a1, a2, ..., an]. Применяя к такому спис​ку определенным образом операции head и tail можно добраться до любого элемента спис​ка, т.к.:

head ([a1, a2, ..., an]) = a1
tail ([a1, a2, ..., an]) = [a2, ..., an] (при n > 0).

Кроме списков вводится еще один тип данных, который носит название «списочная струк​тура над A» (обозначение — List_str (A)), при этом можно построить следющую струк​туру отношений: List (A) ( List_str (A) ( Sexpr (A). Определение списочной струк​ту​ры выглядит следующим образом:

Определение:

1(. a ( A ( a ( List_str (A)

2(. List (List_str (A)) ( List_str (A)

Т.е. видно, что списочная структура — это список, элементами которого могут быть как атомы, так и другие списочные структуру, в том числе и обыкновенные списки. При​ме​ром списочной структуры, которая в тоже время не является простым списком, может слу​жить следующее выражение: [a1, [a2, a3, [a4]], a5]. Для списочных структур вводится та​кое понятие, как уровень вложенности.

Несколько слов о программной реализации

Пришло время уделить некоторое внимание рассмотрению программной реализации спис​ков и списочных структур. Это необходимо для более тонкого понимания того, что про​исходит во время работы функциональной программы, как на каком-либо ре​а​ли​зо​ван​ном функциональном языке, так и на абстрактном языке.

Каждый объект занимает в памяти машины какое-то место. Однако атомы пред​с​тав​ля​ют собой указатели (адреса) на ячейки, в которых содержатся объекты. В этом случае пара z = x : y графически может быть представлена так, как показано на следующем рисунке.

Адрес ячейки, которая содержит указатели на x и y, и есть объект z. Как видно на ри​сун​ке, пара представлена двумя адресами — указатель на голову и указатель на хвост. Тра​диционно первый указатель (на рисунке выделен голубым цветом) называется a-поле, а второй указатель (на рисунке — зеленоватый) называется d-поле.

Для удобства представления объекты, на которые указывают a- и d-поля, в дальнейшем бу​дут записываться непосредственно в сами поля. Пустой список будет обозначаться пе​ре​черкнутым квадратом (указатель ни на что не указывает).

Таким образом, списочная структура, которая рассмотрена несколькими параграфами ра​нее ([a1, [a2, a3, [a4]], a5]) может быть представлена так, как показано на следующем ри​сун​ке:

На этом рисунке также хорошо проиллюстрировано понятие уровня вложенности — ато​мы a1 и a5 имеют уровень вложенности 1, атомы a2 и a3 — 2, а атом a4 — 3 со​от​вет​с​т​вен​но.

Остается отметить, что операция prefix требует расхода памяти, ибо при кон​с​т​ру​и​ро​ва​нии пары выделяется память под указатели. С другой стороны обе операции head и tail не тре​буют памяти, они просто возвращают адрес, который содержится соответственно в a- или d-поле.

Примеры

Пример 3. Операция prefix.

Для начала необходимо рассмотреть более подробно работу операции prefix. По​яс​не​ние работы будет проведено на трёх более или менее общих примерах:

1(. prefix (a1, a2) = a1 : a2 (при этом результат не является элементом List_str (A)).

2(. prefix (a1, [b1, b2]) = [a1, b1, b2]

3(. prefix ([a1, a2], [b1, b2]) = [[a1, a2], b1, b2]

Пример 4. Функция определения длины списка Length.

Перед тем, как собственно начать реализовывать функцию Length, необходимо понять, что она должна возвращать. Понятийное определение результата функции Length может зву​чать как «количество элементов в списке, который передан функции в качестве па​ра​мет​ра». Здесь возникает два случая — функции передан пустой список и функции передан не​пустой список. С первым случаем все ясно — результат должен быть нулевым. Во вто​ром случае задачу можно разбить на две подзадачи, путем разделения переданного списка на голову и хвост при помощи операций head и tail.

Осмысленно, что операция head возвращает первый элемент списка, а операция tail воз​вращает список из оставщихся элементов. Пусть известна длина списка, полученного при помощи операции tail, тогда длина исходного списка будет равна известной длина, уве​личенной на единицу. В этом случае можно легко записать определение самой фун​к​ции Length:

Length ([]) = 0

Length (L) = 1 + Length (tail (L))

Типы в функциональных языках

Как известно, аргументами функций могут быть не только переменные базовых типов, но и другие функции. В этом случае появляется понятие функций высшего порядка. Но для рассмотрения функций высшего порядка необходимо ввести понятие фун​к​ци​о​наль​но​го типа (или тип, возвращаемый функцией). Пусть некоторая функция f — это функция од​ной переменной из множества A, принимающая значение из множества B. Тогда по оп​ре​делению:

#(f) : A ( B

Знак #(f) обозначает «тип функции f». Таким образом, типы, в которых есть символ стрел​ки (, носят название функциональных типов. Иногда для их обозначения ис​поль​зу​ет​ся более изощренная запись: BA (далее будет использоваться только стрелочная запись, т.к. для некоторых функций их типы чрезвычайно сложно представить при помощи сте​пе​ней).

Например:
#(sin) : Real ( Real


#(Length) : List (A) ( Integer

Для функций многих аргументов определение типа можно выводить при помощи опе​ра​ции декартового произведения (например, #(add(x, y)) : Real ( Real ( Real). Однако в фун​кциональном программировании такой способ определения типов функций многих пе​ре​менных не прижился.

В 1924 году М. Шёнфинкель предложил представлять функции многих аргументов как последовательность функций одного аргумента. В этом случае тип функции, которая складывает два действительных числа, выглядит так: Real ( (Real ( Real). Т.е. тип таких функций получается последовательным применением символа стрелки (. Пояснить этот процесс можно на следующем примере:

Пример 5. Тип функции add (x, y).

Предположительно, каждый из аргументов функции add уже означен, пусть x = 5, y = 7. В этом случае из функции add путем удаления первого аргумента получается новая фун​к​ция — add5, которая прибавляет к своему единственному аргументу число 5. Ее тип по​лу​ча​ется легко, он по определению таков: Real ( Real. Теперь, возвращаясь назад, можно по​нять, почему тип функции add равен Real ( (Real ( Real).

Для того чтобы не изощряться с написанием функций типа add5 (как в предыдущем при​мере), была придумана специальная аппликативная форма записи в виде «оператор – опе​ранд». Предпосылкой для этого послужило новое видение на функции в фун​к​ци​о​на​ль​ном программировании. Ведь если традиционно считалось, что выражение f (5) обозначает «при​менение функции f к значению аргумента, равному 5» (т.е. вычисляется только ар​гу​мент), то в функциональном программировании считается, что значение функции также вы​числяется. Так, возвращаясь к примеру 8, функцию add можно записать как (add (x)) y, а ког​да аргументы получают конкретные значения (например, (add (5)) 7), сначала вы​чис​ля​ют​ся все функции, пока не появится функция одного аргумента, которая применяется к пос​леднему.

Таким образом, если функция f имеет тип A1 ( (A2 ( ( ... (An ( B) ... )), то чтобы пол​нос​тью вычислить значение f (a1, a2, ..., an) необходимо последовательно провести вы​чис​ле​ние ( ... (f (a1) a2) ... ) an. И результатом вычисления будет объект типа B.

Соответственно выражение, в котором все функции рассматриваются как функции од​но​го аргумента, а единственной операцией является аппликация (применение), на​зы​ва​ют​ся выражениями в форме «оператор – операнд». Такие функции получили название «кар​ри​ро​ванные», а сам процесс сведения типа функции к виду, приведенному в предыдущем аб​за​це — каррированием (по имени Карри Хаскелла).

Если вспомнить (-исчисление, то обнаружится, что в нем уже есть математическая аб​с​т​ракция для аппликативных форм записей. Например:

f (x) = x2 + 5

(
(x.(x2 + 5)

f (x, y) = x + y

(
(y.(x.(x + y)

f (x, y, z) = x2 + y2 + z2
(
(z.(y.(x.(x2 + y2 + z2)

И так далее...

Несколько слов о нотации абстрактного языка

Образцы и клозы

Необходимо отметить, что в нотации абстрактного функционального языка, который ис​пользовался до сих пор для написнаия примеров функций, можно было бы использовать та​кую конструкцию, как if-then-else. Например, при описании функции Append (см. при​мер 7), её тело можно было бы записать следующим образом:

Append (L1, L2) = if (L1 == [])
then L2






else head (L1) : Append (tail (L1), L2)

Однако данная запись чревата непониманием и трудным разбором. Поэтому даже в примере 7 была использована нотация, которая поддерживает так называемые «образцы».

Определение

Образцом называется выражение, построенное с помощью операций конструирования дан​ных, которое используется для сопоставления с данными. Переменные обозначаются про​писными буквами, константы — строчными.

Примеры образцов:

5
— просто числовая константа
X
— просто переменная
X : (Y : Z)
— пара
[X, Y]
— список

К образцам предъявляется одно требование, которое должно выполняться бес​пре​ко​с​лов​но, иначе сопоставление с образцами будет выполнено неверно. Требование это звучит сле​дующим образом: при сопоставлении образца с данными означивание переменных дол​жно происходить единственным образом. Т.е., например, выражение (1 + X ( 5) мож​но использовать как образец, т.к. означивание переменной X происходит единственным об​разом (X = 4), а выражение (X + Y ( 5) использовать в качестве образца нельзя, ибо оз​на​чить переменные X и Y можно различным образом.

Кроме образцов в функциональном программировании вводится такое понятие, как «клоз» (от англ. «clause»). По определению клозы выглядят так:

def f p1, ..., pn = expr

где:

def и =
— константы абстрактного языка
f
— имя определяемой функции
pi
— последовательность образцов (при этом n ( 0)
expr
— выражение

Таким образом, определение функции в функциональном программировании есть прос​то последовательность клозов (возможно состоящая из одного элемента). Для того, чтобы уп​ростить запись определений функций, далее слово def будет опускаться.

Пример 6. Образцы и клозы в функции Length.

Length ([]) = 0

Length (H:T) = 1 + Length (T)

Пусть вызов функции Length произведен с параметром [a, b, c]. В этом случае начнет свою работу механизм сопоставления с образцом. Последовательно перебираются все кло​зы и делаются попытки сопоставления. В данном случае удачное сопоставление будет толь​ко во втором клозе (т.к. список [a, b, c] не пуст).

Интерпретация вызова функции заключается в нахождении первого по порядку сверху вниз образца, успешно сопоставимого с фактическим параметром. Значение переменных об​разца, означиваемые в результате сопоставления, подставляются в правую часть клоза (вы​ражение expr), вычисленное значение которой в данном контексте объявляется зна​че​ни​ем вызова функции.

Охрана

При написании функций в абстрактной нотации допустимо использовать так на​зы​ва​е​мую охрану, т.е. ограничения на значения переменных образца. Например, при ис​поль​зо​ва​нии охраны функция Length будет выглядеть примерно следующим образом:

Length (L) = 0 when L == []

Length (L) = 1 + Length (tail (L)) otherwise

В рассмотренном коде слова when (когда) и otherwise (в противном случае) являются за​резервированными словами языка. Однако использование этих слов не является не​об​хо​ди​мым условием для организации охраны. Охрану можно организовывать различными спо​собами, в том числе и с помощью (-исчисления:

Append = ([].((L.L)

Append = ((H:T).((L.H : Append (T, L))

Представленная запись не очень читабельна, поэтому использоваться она будет только в крайних случаях по необходимости.

Локальные переменные

Как уже говорилось, использование локальных переменных представляет собой по​боч​ный эффект, поэтому оно недопустимо в функциональных языках. Однако в некоторых слу​чаях использование локальных переменных носит оптимизирующий характер, что поз​во​ляет сэкономить время и ресурсы во время вычислений.

Пусть f и h — функции, и необходимо вычислить выражение h (f (X), f(X)). Если в язы​ке нет оптимизирующих методов, то в этом случае произойдет двойное вычисление вы​ра​же​ния f (X). Чтобы этого не произошло, можно прибегнуть к такому изощренному спо​со​бу: ((v.h (v, v))(f (X)). Естественно, что в этом случает выражение f (X) вычислится пер​вым и один раз. Для того, чтобы минимизировать использование (-исчисления, далее бу​дет применяться следующая форма записи:

let v = f (X) in h (v, v)

(слова let, = и in — зарезервированы в языке). В этом случае v будет называться ло​каль​ной переменной.

Накапливающий параметр — аккумулятор

Бывает так, что при выполнении функции исключительно серьезно встает проблема рас​хода памяти. Эту проблему можно пояснить на примере функции, вычисляющей фак​то​риал числа:

Factorial (0) = 1

Factorial (N) = N * Factorial (N – 1)

Если провести пример вычисления этой функции с аргументом 3, то можно будет уви​деть следующую последовательность:

Factorial (3)

3 * Factorial (2)

3 * 2 * Factorial (1)

3 * 2 * 1 * Factorial (0)

3 * 2 * 1 * 1

3 * 2 * 1

3 * 2
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На примере этого вычисления наглядно видно, что при рекурсивных вызовах функций очень сильно используется память. В данном случае количество памяти пропорционально зна​чению аргумента, но аргументов может быть большее число, к примеру. Возникает ре​зон​ный вопрос: можно ли так написать функцию вычисления факториала (и ей подобные), что​бы память использовалась минимально?

Чтобы ответить на данный вопрос положительно, необходимо рассмотреть понятие аккумулятора (накопителя). Для этого можно рассмотреть следующий пример:

Пример 7. Функция вычисления факториала с аккумулятором.

Factorial_A (N) = F (N, 1)

F (0, A) = A

F (N, A) = F ((N – 1), (N * A))

В этом примере второй параметр функции F выполняет роль аккумулирующей пе​ре​мен​ной, именно в ней содержится результат, который возвращается по окончании ре​кур​сии. Сама же рекурсия в этом случае принимает вид «хвостовой», память при этом рас​хо​ду​ется только на хранение адресов возврата значения функции.

Хвостовая рекурсия представляет собой специальный вид рекурсии, в которой имеется един​ственный вызов рекурсивной функции и при этом этот вызов выполняется после всех вы​числений.

При реализации вычисления хвостовой рекурсии могут выполняться при помощи итераций в постоянном объеме памяти. На практике это обозначает, что «хороший» транслятор функционального языка должен «уметь» распознавать хвостовую рекурсию и реализовывать её в виде цикла. В свою очередь, метод накапливающего параметра не всегда приводит к хвостовой рекурсии, однако он однозначно помогает уменьшить общий объём памяти.

Принципы построения определений с накапливающим параметром

1. Вводится новая функция с дополнительным аргументом (аккумулятором), в котром на​капливаются результаты вычислений.

2. Начальное значение аккумулирующего аргумента задается в равенстве, связывающем ста​рую и новую функции.

3. Те равенства исходной функции, которые соответствуют выходу из рекурсии, за​ме​ня​ют​ся возвращением аккумулятора.

4. Равенства, соответствующие рекурсивному определению, выглядят как обращения к но​вой функции, в котором аккумулятор получает то значение, которое возвращается ис​ходной функцией.

Возникает вопрос: любую ли функцию можно преобразовать для вычисления с ак​ку​му​ля​тором? Очевидно, что ответ на этот вопрос отрицателен. Построение функций с на​кап​ли​вающим параметром — приём не универсальный, и он не гарантирует получения хвос​то​вой рекурсии. С другой стороны, построение определений с накапливающим па​ра​мет​ром является делом творческим. В этом процессе необходимы некоторые эвристики.

Определение:

Общий вид рекурсивных определений, позволяющих при трансляции обеспечить вы​чис​ления в постоянном объёме памяти через итерацию, называется равенствами в ите​ра​тив​ной форме.

Общий вид равенств в итеративной форме может быть описан следующим образом:

fi (pij) = eij
При этом на выражения eij накладываются следующие ограничения:

1. eij — «простое» выражение, т.е. оно не содержит рекурсивных вызовов, а только опе​ра​ции над данными.

2. eij имеет вид fk (vk), при этом vk — последовательность простых выражений. Это и есть хвос​товая рекурсия.eij — условное выражение с простым выражением в условии, ветви которого оп​ре​де​ля​ют​ся этими же тремя пунктами. Конструирование функций»

Для конструирования функций используются различные формализмы, одним из которых является синтаксически-ориентированное конструирование. Чтобы применять последнюю методику, можно воспользоваться методом, который в свое время предложил Хоар.

Ниже приводится описание метаязыка, используемого для определения структур данных (в абстрактном синтаксисе):

1. Декартово произведение: Если C1, ..., Cn — это типы, а C — это тип, состоящий из мно​жества n-ок вида <c1, ..., cn>, ci ( Ci, i = 1,n, то говорится, что C — декартово про​из​ве​дение типов C1, ..., Cn и обозначается как C = C1 ( ... ( Cn. При этом предполагается, что определены селекторы s1, ..., sn для типа C, что записывается как s1, ..., sn = selectors C.

Таким же образом записывается конструктор g: g = constructor C. Конструктор — это фун​кция, имеющая тип (С1 ( ... (Cn ( C) ... ), т.е. для ci ( Ci, i = 1,n : g c1 ... cn = <c1, ..., cn>.

Будет считаться, что справедливо равенство:

(x ( C : constructor C (s1, x) ... (sn, x) = x

 Это равенство называется аксиомой тектоничности. Кроме того, иногда эту аксиому записывают следующим образом:

si (constructor C c1 ... cn) = ci
2. Размеченное объединение: Если C1, ..., Cn — это типы, а C — это тип, состоящий из объ​единения типов C1, ..., Cn, при условии выполнения «размеченности», то C на​зы​ва​ет​ся размеченным объединением типов C1, ..., Cn. Обозначается этот факт как C = C1 + ... + Cn. Условие размеченности обозначает, что если из C взять какой-нибудь эле​мент ci, то однозначно определяется тип этого элемента Ci. Размеченность можно оп​ределить при помощи предикатов P1, ..., Pn таких, что:

(x ( C) & (x ( Ci) ( (Pi x = 1) & ((j ( i : Pj x = 0)

Размеченное объединение гарантирует наличие таких предикатов. Этот факт указывается записью: P1, ..., Pn = predicates C. Ещё есть части типа, которые обоз​на​ча​ют​ся так: N1, ..., Nn = parts C.

 Как видно, в представленном метаязыке используется два конструктора типов: ( и +. Да​лее рассматриваются несколько примеров определения новых типов.

Пример 8. Формальное определение типа List (A).

List (A) = NIL + (A ( List (A))

null, nonnull = predicates List (A)

NIL, nonNIL = parts List (A)

head, tail = selectors List (A)

prefix = constructor List (A)

Глядя на это описание (скорее — определение) типа, можно описать внешний вид функций, обрабатывающих структуры типа List (A):

Каждая функция должна содержать как минимум два клоза, первый обрабатывает NIL, вто​рой — nonNIL соответственно. Этим двум частям типа List (A) в абстрактной записи со​ответствуют селекторы [] и (H : T). Два клоза можно объединить в один с ис​поль​зо​ва​ни​ем охраны. В теле второго клоза (или второго выражения охраны) обработка элемента T (или tail (L)) выполняется той же самой функцией.

Пример 9. Формальное определение типа List_str (A).

List_str (A) = A + List (List_str (A))

atom, nonAtom = predicates List_str (A)

Функции над List_str (A) должны иметь по крайней мере следующие клозы:

1(. A ( when (atom (A))

2(. [] ( when (null (L))

3(. (H : T) ( head (L), tail (L)

3.1(. atom (head (L))

3.2(. nonAtom (head (L))

Пример 10. Формальное определение деревьев и лесов с помеченными вершинами.

Tree (A) = A ( Forest (A)

Forest (A) = List (Tree (A))

root, listing = selectors Tree (A)

ctree = constructor Tree (A)

Пример 11. Формально определение деревьев с помеченными вершинами и дугами.

MTree (A, B) = A ( MForest (A, B)

MForest (A, B) = List (Element (A, B))

Element (A, B) = B ( MTree (A, B)

mroot, mlist = selectors MTree (A, B)

null, nonNull = predicates MForest (A, B)

arc, mtree = selectors Element (A, B)

Утверждается, что любая функция, работающая с типом MTree (A, B), может быть пред​ставлена только через упомянутые шесть операций независимо от того, как она ре​а​ли​зована. Это утверждение можно проверить при помощи диаграммы (скорее, это ги​пер​граф), на которой ясно вид​но, что к любой части типа MTree (A, B) можно «добраться», ис​пользуя только эти шесть опе​раций.

Для конструирования функций, обрабатывающих структуры данных MTree, не​об​хо​ди​мо ввести несколько дополнительных понятий и обозначений для них. Это делается для прос​тоты. Начальная вершина, вершина MForest и вершина MTree (выходящая из Ele​ment) обозначаются как S0, S1 и S2 соответственно. Для обработки этих вершин не​об​хо​ди​мы три функции — f0, f1 и f2, причем f0 — это начальная функция, а две последних — ре​кур​сивные.


Рисунок 1. Гиперграф для представления структуры MTree
Конструирование функции f0 выглядит просто — у этой функции один параметр T, ко​то​рый соответствует начальной вершине S0. Две другие функции сконструировать слож​нее.

Функция f1 получает следующие параметры:

A — метка вершины;

K — параметр, содержащий результат обработки просмотренной части дерева;

L — лес, который необходимо обработать.

f1 A K L = g1 A K when null L

f1 A K L = f1 A (g2 (f2 A (arc (head L)) (mtree (tail L)) K) A (arc L) K) (tail L) otherwise

Эта функция организует режим просмотра дерева «сначала в глубину».

Функция f2 получает следующие параметры (и это уже должно быть ясно из её вызова во втором клозе функции f1):

A — метка вершины;

B — метка дуги;

T — поддерево для обработки;

K — результат обработки просмотренной части дерева.

f2 A B T K = f1 (mroot T) (g3 A B K) (mlist T)

Необходимо отметить, что это общий вид функций для обработки структур данных MTree. Реализация дополнительных функций g1, g2 и g3 зависит от конкретной задачи. Теперь можно сконструировать и общий вид функции f0:

f0 T = f1 (root T) k (mlist T)

где k — это начальное значение параметра K.

«Доказательство свойств функций»

Формальная задача: пусть имеется набор функций f = <f1, ..., fn>, определённых на об​лас​тях D = <D1, ..., Dn>. Требуется доказать, что для любого набора значений d имеет мес​то некоторое свойство, т.е.:


[image: image4.wmf]1

))

(

(

:

=

Î

"

d

f

P

D

d

,

где P — рассматриваемое свойство. Например:
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Вводится принципиальное ограничение на рассматриваемые свойства — свойства толь​ко тотальные, т.е. справедливые для всей области D.

Далее рассматриваются некоторые виды областей определения D...

1. D — линейно упорядоченное множество.

Полуформально линейно упорядоченное множество можно определить как такое мно​жес​тво, для каждых элементов которого можно сказать, какой меньше (или больше), либо они равны, т.е.:
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В качестве примера можно привести множество целых чисел. Однако линейно упо​ря​до​чен​ные множества встречаются в мире функционального программирования очень редко. Взять хотя бы простейшую структуру, которую очень любят обрабатывать в фун​к​ци​о​наль​ном программировании — список. Для списков уже довольно сложно определить от​но​шение порядка.

Для доказательства свойств функций на линейно упорядоченных множествах дос​та​точ​но провести индукцию по данным. Т.е. достаточно доказать два пункта:
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 — шаг индукции.

В силу того, что структуры данных редко образуют линейно упорядоченные мно​жес​тва, более эффективным способом оказывается применение метода индукции по пос​т​ро​е​нию типа D.

2. D — определяется как индуктивный класс

Из прошлой лекции известно, что индуктивный класс определяется через ввод базиса клас​са (это либо набор каких либо констант di = 0,n ( D, либо набор первичных типов Ai = 0,n : d ( Ai ( d ( D. Также индуктивный класс определяется при помощи шага ин​дук​ции — заданы конструкторы g1, ..., gm, определённые над Ai и D, и справедливо, что:


[image: image11.wmf](

)

(

)

m

k

D

x

a

g

D

x

A

a

j

i

k

j

i

i

,

1

,

)

,

(

=

Î

Þ

Î

Ù

Î

.

В этом случае доказательство свойств функций также резонно проводить в виде ин​дук​ции по даным. Метод индукции по даным в этом случае также очень прост:

1(. P (f (d)) необходимо доказать для базиса класса;

2(. Шаг индукции: P (f (d)) = P (f (gi (d))).

Например, для доказательства свойств функций для списков (тип List (A)), достаточно до​казать рассматриваемое свойство для двух следующих случаев:

1(. P (f ([])).

2(. 
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Доказательство свойств функций над S-выражениями (тип S-expr (A)) можно про​во​дить на основе следующей индукции:
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Пример 12. Доказать, что 
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Для доказательства этого свойства можно использовать только определение типа List (A) и самой функции append (в инфиксной записи используется символ *).

1(. L = [] : [] * [] = [] = L. Базис индукции доказан.

2(. 
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. Теперь пусть применяется конструктор: a : L. Не​об​хо​димо доказать, что (a : L) * [] = a : L. Это делается при помощи применения второго кло​за определения функции append:
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«Формализация Функционального Прог​рам​ми​ро​вания на основе (-исчисления»

· Объект изучения: множество определений функций.

· Предположение: будет считаться, что любая функция может быть определена при по​мо​щи некоторого (-выражения.

· Цель исследования: установить по двум определениям функций <f1> и <f2> их тож​дес​т​во на всей области определения — 
[image: image18.wmf])

(

)

(

:

2

1

x

f

x

f

x

=

"

. (Здесь использована такая но​та​ция: f — некоторая функция, <f> — определения этой функции в терминах (-ис​чис​ле​ния).

Проблема заключается в том, что обычно при описании функций задается интенсионал этих функций, а потом требуется установить экстенсиональное равенство. Под эк​с​тен​си​о​на​лом функции понимается её график (ну или таблица в виде множества пар <аргумент, зна​чение>). Под интенсионалом функции понимаются правила вычисления значения фун​к​ции по заданному аргументу.

Возникает вопрос: как учесть семантику встроенных функций при сравнении их эк​с​тен​сионалов (т.к. явно определения этих функций не известны)? Варианты ответов:

1. Можно попытаться выразить семантику встроенных функций  при помощи механизма (-ис​чис​ле​ния. Этот процесс можно довести до случая, когда все встроенные функции не содержат непроинтерпретированных операций.

2. Говорят, что <f1> и <f2> семантически равны (этот факт обозначается как |= f1 = f2), ес​ли f1 (x) = f2 (x) при любой интерпретации непроинтерпретированных иден​ти​фи​ка​то​ров.

Понятие формальной системы

Формальная система представляет собой четверку:

P = <V, Ф, A, R>, где

V — алфавит.

Ф — множество правильно построенных формул.

А — аксиомы (при этом А ( Ф).

R — правила вывода.

В рассматриваемой задаче формулы имеют вид (t1 = t2), где t1 и t2 — (-выражения. Если не​которая формула выводима в формальной системе, то этот факт записывается как (|‑ t1 = t2).

Говорят, что формальная система корректна, если (|‑ t1 = t2) ( (|= t1 = t2).

Говорят, что формальная система полна, если (|= t1 = t2) ( (|‑ t1 = t2).

Семантическое определение понятия «конструкция» (обозначение — Exp):
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5(. Никаких других Exp нет.

Примечание: Id — множество идентификаторов.

Говорят, что v свободна в M ( Exp, если:

1(. M = v.

2(. M = (M1M2), и v свободна в M1 или в M2.

3(. M = (v’.M’, и v ( v’, и v свободна в M’.

4(. M = (M’), и v свободна в M’.

Множество идентификаторов v, свободных в M, обозначается как FV (M).

Говорят, что v связана в M ( Exp, если:

1(. M = (v’.M’, и v = v’.

2(. M = (M1M2), и v связана в M1 или в M2 (т.е. один и тот же идентификатор может быть свободен и связан в Exp).

3(. M = (M’), и v связана в M’.

Пример 13. Свободные и связанные идентификаторы.

1. M = v. v — свободна.

2. M = (x.xy. x — связана, y — свободна.

3. M = ((v.v)v. v входит в это выражение как свободно, так и связанно.

4. M = VW. V и W — свободны.

Правило подстановки: подстановка в выражение E выражения E’ вместо всех сво​бод​ных вхождений переменной x обозначается как E[x ( E’]. Во время подстановки иногда слу​чается так, что получается конфликт имён, т.е. коллизия переменных. Примеры кол​ли​зий:

((x.yx)[y ( (z.z] = (x.((z.z)x = (x.x — корректная подстановка

((x.yx)[y ( xx] = (x.(xx)x — коллизия имён переменных

((z.yz)[y ( xx] = (z.(xx)z — корректная подстановка

Точное определение базисной подстановки:

1(. x[x ( E’] = E’

2(. y[x ( E’] = y

3(. ((x.E)[x ( E’] = (x.E

4(. ((y.E)[x ( E’] = (y.E[x ( E’], при условии, что y ( FV (E’)

5(. ((y.E)[x ( E’] = ((z.E[y ( z])[x ( E’], при условии, что y ( FV (E’)

6(. (E1E2)[x ( E’] = (E1[x ( E’]E2[x ( E’])

Построение формальной системы

Таким образом, сейчас уже все готово для того, чтобы перейти к построению фор​маль​ной системы, определяющей Функциональное Программирование в терминах (-ис​чис​ле​ния.

Правильно построенные формулы выглядят так: Exp = Exp.

Аксиомы:

|- (x.E = (y.E[x ( y]
(()

|- ((x.E)E’ = E[x ( E’]
(()

|- t = t, в случае, если t — идентификаторы
(()

Правила вывода:

t1 = t2 ( t1t3 = t2t3
(()

t1 = t2 ( t3t1 = t3t2
(()

t1 = t2 ( t2 = t1
(()

t1 = t2, t2 = t3 ( t1 = t3
(()

t1 = t2 ( (x.t1 = (x.t2
(()

Определения:

· Выражение вида (x.M называется (-редексом.

· Выражение вида ((x.M)N называется (-редексом.

· Выражения, не содержащие (-редексов, называются выражениями в нормальной форме.

Стратегия редукции

1(. Нормальная редукционная стратегия. На каждом шаге редукции выбирается тек​с​ту​аль​но самый левый (-редекс. Доказано, что нормальная редукционная стратегия га​ран​ти​ру​ет получение нормальной формы выражения, если она существует.

2(. Аппликативная редукционная стратегия. На каждом шаге редукции выбирается (‑ре​декс, не содержащий внутри себя других (-редексов. Далее будет показано, что ап​пли​ка​тивная редукционная стратегия не всегда позволяет получить нормальную форму вы​ра​жения.

Соответствие между вычислениями функциональных программ и ре​дук​цией

Работа интерпретатора описывается несколькими шагами:

1. В выражении необходимо выделить некоторое обращение к рекурсивной или встро​ен​ной функции с полностью означенными аргументами. Если выделенное обращение к встро​енной функции существует, то происходит его выполнение и возврат к началу первого шага.

2. Если выделенное на первом шаге обращение к рекурсивной функции, то вместо него под​ставляется тело функции с фактическими параметрами (т.к. они уже означены). Да​лее происходит переход на начало первого шага.

3. Если больше обращений нет, то происходит остановка.

В принципе, вычисления в функциональной парадигме повторяют шаги редукции, но до​полнительно содержат вычисления встроенных функций.

Представление определений функций в виде (-выражений

Показано, что любое определение функции можно представить в виде (-выражения, не со​держащего рекурсии. Например:

fact = (n.if n == 0 then 1 else n * fact (n – 1)

То же самое определение можно описать при помощи использования некоторого фун​к​ци​онала:

fact = ((f.(n.if n == 0 then 1 else n * f (n – 1)) fact

в представленном выражении выделен функционал F. Таким об​ра​зом, функцию вычисления факториала можно записать так: fact = F fact. Можно видеть, что любое рекурсивное определение некоторой функции f можно представить в таком ви​де:

f = F f

Это выражение можно трактовать как уравнение, в котором рекурсивная функция f яв​ля​ется неподвижной точкой функционала F. Соответственно интерпретатор фун​к​ци​о​наль​но​го языка можно в таком же ключе рассматривать как численный метод решения этого урав​нения.

Теорема (без доказательства):

Любой (-терм имеет неподвижную точку.

(-исчисление позволяет выразить любую функцию через чистое (-выражение без использования встроенных функций. 
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