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Лабораторная  работа 1

Тема: Анализ алгоритмов

Цель работы: Освоение методов анализа алгоритмов.
Временная сложность
Одну и ту же задачу могут решать много алгоритмов. Эффектив​ность работы каждого из них описывается разнообразными характери​стиками. Прежде чем анализировать эффективность алгоритма, нужно доказать, что данный алгоритм правильно решает задачу. В против​ном случае вопрос об эффективности не имеет смысла. Если алгоритм решает поставленную задачу, то мы можем посмотреть, насколько это решение эффективно. При анализе алгоритма определяется количество «времени», необхо​димое для его выполнения. Это не реальное число секунд или других промежутков времени, а приблизительное число операций, выполняе​мых алгоритмом. Число операций и измеряет относительное время выполнения алгоритма. Таким образом, будем называть «временем» вычислительную сложность алгоритма. 

На самом деле, фактическое количество операций алгоритма на тех или иных входных данных не представляет большого интереса и не очень много сообщает об алгоритме. Вместо этого нас будет интересо​вать зависимость числа операций конкретного алгоритма от размера входных данных. Мы можем сравнить два алгоритма по скорости роста числа операций. Именно скорость роста играет ключевую роль, поскольку при небольшом размере входных данных алгоритм А может требовать меньшего количества операций, чем алгоритм В, но при росте объема входных данных ситуация может поменяться на противоположную.

Два самых больших класса алгоритмов — это алгоритмы с повто​рением и рекурсивные алгоритмы. В основе алгоритмов с повторением лежат циклы и условные выражения; для анализа таких алгоритмов тре​буется оценить число операций, выполняемых внутри цикла, и число итераций цикла. Рекурсивные алгоритмы разбивают большую задачу на фрагменты и применяются к каждому фрагменту по отдельности. Такие алгоритмы называются иногда «разделяй и властвуй», и их ис​пользование может оказаться очень эффективным. В процессе решения большой задачи путем деления ее на меньшие создаются небольшие, простые и понятные алгоритмы. Анализ рекурсивного алгоритма тре​бует подсчета количества операций, необходимых для разбиения задачи на части, выполнения алгоритма на каждой из частей и объединения отдельных результатов для решения задачи в целом. Объединяя эту информацию и информацию о числе частей и их размере, мы можем вывести рекуррентное соотношение для сложности алгоритма. Полу​ченному рекуррентному соотношению можно придать замкнутый вид, затем сравнивать результат с другими выражениями.

Анализируя алгоритм, можно получить представление о том, сколь​ко времени займет решение данной задачи при помощи данного ал​горитма. Для каждого рассматриваемого алгоритма мы оценим, на​сколько быстро решается задача на массиве входных данных длины N. Одну и ту же задачу можно решить с помощью различных алгорит​мов. Анализ алгоритмов дает нам инструмент для выбора алгоритма. При анализе эффективности алгоритмов нас будет в первую очередь интересовать вопрос времени, но в тех случаях, когда память играет существенную роль, будем обсуждать и ее.

Сложность по памяти
На ранних этапах раз​вития компьютеров при ограниченных объемах компьютерной памяти (как внешней, так и внутренней) этот анализ носил принципиальный характер. Все алгоритмы разделяются на такие, которым достаточно ограниченной памяти, и те, которым нужно дополнительное простран​ство. Нередко программистам приходилось выбирать более медленный алгоритм просто потому, что он обходился имеющейся памятью и не требовал внешних устройств.

Классы входных данных
При анализе алгоритма выбор входных данных может существенно повлиять на его выполнение. Скажем, некоторые алгоритмы сортиров​ки могут работать очень быстро, если входной список уже отсортиро​ван, тогда как другие алгоритмы покажут весьма скромный результат на таком списке. А вот на случайном списке результат может оказать​ся противоположным. Поэтому нельзя ограничиваться анализом поведения алгоритмов на одном входном наборе данных. Практически нужно искать такие данные, которые обеспечивают как самое бы​строе, так и самое медленное выполнение алгоритма. Кроме того, необходимо оценивать и среднюю эффективность алгоритма на всех возмож​ных наборах данных.

Наилучший случай

Наилучшим случаем для алгорит​ма является такой набор данных, на котором алгоритм выполняется за минимальное время. Такой набор данных представляет собой комбина​цию значений, на которой алгоритм выполняет меньше всего действий. Вообще, время выполнения алгоритма в наилучшем случае очень часто оказывается маленьким или просто постоянным.

Наихудший случай
Анализ наихудшего случая чрезвычайно важен, поскольку он позво​ляет представить максимальное время работы алгоритма. При анали​зе наихудшего случая необходимо найти входные данные, на которых алгоритм будет выполнять больше всего работы. Анализ наихудшего слу​чая дает верхние оценки для времени работы частей нашей программы в зависимости от выбранных алгоритмов.

Средний случай
Анализ среднего случая является самым сложным, поскольку он тре​бует учета множества разнообразных деталей. В основе анализа лежит определение различных групп, на которые следует разбить возможные входные наборы данных. На втором шаге определяется вероятность, с которой входной набор данных принадлежит каждой группе. На тре​тьем шаге подсчитывается время работы алгоритма на данных из ка​ждой группы. Время работы алгоритма на всех входных данных одной группы должно быть одинаковым, в противном случае группу следует подразбить. Среднее время работы вычисляется по формуле
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где через n обозначен размер входных данных, через m — число групп, через pi — вероятность того, что входные данные принадлежат группе с номером i, а через ti — время, необходимое алгоритму для обработки данных из группы с номером i.

Если предположить, что вероятности по​падания входных данных в каждую из групп одинаковы. Другими сло​вами, если групп пять, то вероятность попасть в первую группу такая же, как вероятность попасть во вторую, и т.д., то есть вероятность попасть в каждую группу равна 0.2. В этом случае среднее время рабо​ты можно либо оценить по предыдущей формуле, либо воспользоваться эквивалентной ей упрощенной формулой
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справедливой при равной вероятности всех групп.

Скорости роста сложности
Точное знание количества операций, выполненных алгоритмом, не играет существенной роли в анализе алгоритмов. Куда более важным оказывается скорость роста этого числа при возрастании объема вход​ных данных. Она называется скоростью роста алгоритма. Небольшие объемы данных не столь интересны, как то, что происходит при воз​растании этих объемов.

Нас интересует только общий характер поведения алгоритмов, а не подробности этого поведения. Если внимательно посмотреть на рис. 1, то можно отметить следующие особенности поведения графи​ков функций. Функция, содержащая х2, сначала растет медленно, од​нако при росте х ее скорость роста также возрастает. Скорость роста функций, содержащих х, постоянна на всем интервале значений пере​менной. Функция 2*log х вообще не растет, однако это обман зрения. 
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Рисунок 1 - Графики четырех функций

На самом деле она растет, только очень медленно. Относительная высота значений функций также зависит от того, большие или маленькие зна​чения переменной мы рассматриваем. Сравним значения функций при х = 2. Функцией с наименьшим значением в этой точке является х2/8, а с наибольшим — функция х + 10. Однако с возрастанием х функция х2/8 становится и остается впоследствии наибольшей.

При анализе алгоритмов нас будет интересовать скорее класс скорости роста, к которому относится алгоритм, нежели точное количество выполняемых им операций каждого типа. 

Данные с рис. 1 иллюстрируют еще одно свойство функций. Быстрорастущие функции доминируют функции с более медленным ро​стом. Поэтому если мы обнаружим, что сложность алгоритма предста​вляет собой сумму двух или нескольких таких функций, то можно отбросить все функции кроме тех, которые растут быстрее всего. Если, например, установлено при анализе алгоритма, что он делает х3 - 30х сравнений, то мы будем говорить, что сложность алгоритма растет как х3. Причина этого в том, что уже при 100 входных дан​ных разница между х3 и х3 –30х составляет лишь 0.3%. 
Классификация скоростей роста
Отбросив все младшие члены, по​лучаем то, что называется порядком функции или алгоритма, скоро​стью роста сложности которого она является. Алгоритмы можно сгруп​пировать по скорости роста их сложности. Вводим три категории: алгоритмы, сложность которых растет по крайней мере так же быстро, как данная функция, алгоритмы, сложность которых растет с той же скоростью, и алгоритмы, сложность которых растет медленнее, чем эта функция.

Омега большое
Класс функций, растущих по крайней мере так же быстро, как f, мы обозначаем через Ω(f) (читается омега большое). Функция g при​надлежит этому классу, если при всех значениях аргумента n, больших некоторого порога n0, значение g(n) > cf(n) для некоторого положи​тельного числа с. Можно считать, что класс Ω(f) задается указанием свой нижней границы: все функции из него растут по крайней мере так же быстро, как f.

О большое
На другом конце спектра находится класс O(f) (читается о боль​шое). Этот класс состоит из функций, растущих не быстрее f. Функ​ция f образует верхнюю границу для класса O(f). Функция g принадлежит классу O(f), если g(n) ≤ cf(n) для всех n, больших некоторого порога n0, и для некоторой положительной константы с.
Тета большое
Через Θ(f) (читается тета большое) мы обозначаем класс функций, растущих с той же скоростью, что и f. С формальной точки зрения этот класс представляет собой пересечение двух предыдущих классов, Θ(f) = Ω(f) ∩ O(f).

Индивидуальные задания
1) Напишите программу, подсчитывающую количество прописных букв в текстовом файле. Сколько сравнений требует​ся этому алгоритму? Каково максимальное возможное значение числа операций увеличения счетчика? Минимальное такое число? (Выразите ответ через число N символов во входном файле.)

2) В файле записан некоторый набор чисел, однако мы не знаем, сколько их. Напишите на программу для подсчета сред​него значения чисел в файле. Какого типа операции делает Ваш алгоритм? Сколько операций каждого типа он делает?

3) Напишите программу, не использующую сложных условий, которая по трем введенным целым числам определяет, различны ли они все между собой. Сколько сравнений в среднем делает Ваш алгоритм? Не забудьте исследовать все классы входных данных.

4) Напишите программу, которая получает на входе три целых числа, и находит наибольшее из них. Каковы возможные классы входных данных? На каком из них Ваш алгоритм делает наибольшее число сравнений? На каком меньше всего? (Если разницы между наи​лучшим и наихудшим классами нет, перепишите свой алгоритм с простыми сравнениями так, чтобы он не использовал временных переменных, и чтобы в наилучшем случае он работал быстрее, чем в наихудшем).

5) Напишите программу для поиска второго по величине элемента в списке из N значений. Сколько сравнений делает Ваш алгоритм в наихудшем случае? 

6) Напишите программу подсчета медианы трех целых чисел. Какой случай для алгоритма является наилучшим? Наихудшим? Средним? (Если наилучший и наихудший случаи совпадают, то перепишите Ваш алгоритм с простыми условиями, не пользуясь временными переменными, так, чтобы наилучший случай был лучше наихудшего.)

7) Напишите программу, проверяющую, верно ли, что данные четыре целых числа попарно различны. Какой из классов данных обеспечивает наи​лучший случай для Вашего алгоритма? Наихудший? Средний? (Если наилучший и наихудший случаи совпадают, то перепишите Ваш алгоритм с простыми условиями, не пользуясь временными переменными, так, чтобы наилучший случай был лучше наихуд​шего.)

8) Напишите программу, которая по данному списку чисел и средне​му значению этих чисел определяет, превышает ли число элемен​тов списка, больших среднего значения, число элементов, меньших этого значения, или наоборот. Опишите группы, на которые рас​падаются возможные наборы входных данных. Какой случай для алгоритма является наилучшим? Наихудшим? Средним? (Если наилучший и наихудший случаи совпадают, то перепишите Ваш алгоритм так, чтобы он останавливался, как только ответ на по​ставленный вопрос становится известным, делая наилучший слу​чай лучше наихудшего.) 
9) Напишите программу, проверяющую, могут ли три положительных числа а, b, c  быть сторонами треугольника. Какой случай для алгоритма является наилучшим? Наихудшим? Сколько сравнений требует​ся этому алгоритму?
10) Напишите программу, проверяющую, может ли кирпич, заданный тремя размерами Х, Y, Z пройти через прямоугольное отверстие размером А, В. Какой случай для алгоритма является наилучшим? Наихудшим? Сколько сравнений требует​ся этому алгоритму?

11) Напишите программу, определяющую на какой оси или в каком координатном углу плоскости XOY расположена точка А, заданная своими координатами. Какой случай для алгоритма является наилучшим? Наихудшим? Сколько сравнений требует​ся этому алгоритму?
12) Напишите программу, определяющую какая из трех точек, заданных своими координатами, расположена ближе к началу координат. Какой случай для алгоритма является наилучшим? Наихудшим? Сколько сравнений требует​ся этому алгоритму?
13) Напишите программу, определяющую по трем заданным отрезкам, могут ли они являться сторонами треугольника и какого. Какой случай для алгоритма является наилучшим? Наихудшим? Сколько сравнений требует​ся этому алгоритму? 
14) Даны два угла треугольника (в градусах). Определить, существует ли такой треугольник. Если да, то будет ли он прямоугольным. Сколько сравнений требует​ся этому алгоритму?
15) Даны четыре числа a, b, с, d. Найти max{min(a, b), min(c, d)}. Сколько сравнений требует​ся этому алгоритму? Какой случай для алгоритма является наилучшим? Наихудшим?
16) Даны три точки A(x1, y1), В(х2, у2) и С(х3, у3). Определить, будут ли они расположены на одной прямой. Сколько сравнений требует​ся этому алгоритму?
Вопросы к защите лабораторной работы
1. Анализ алгоритмов. Какие существуют виды сложности алгоритма? 

2. На какие 2 класса можно разбить все алгоритмы?

3. Анализ алгоритмов с повторением. 

4. Анализ рекурсивных алгоритмов.

5. Классы входных данных.

6. Анализ наилучшего, наихудшего и среднего случая.

7. Что подразумевает рост сложности алгоритма?

8. Классификация скорости роста сложности алгоритма.
Лабораторная работа 2

Тема: Генерация псевдослучайных чисел. 

Алгоритмы поиска и выборки целевого элемента.

Цель работы: Изучение алгоритмов поиска информации в массивах и  символьных текстах.
Существуют  различные способы генерации случайных последовательностей. В методе смешанных вычетов очередное случайное число вычисляется на основе предыдущего.

function RanNum() returns float


speed = (speed*p+I) % m


return speed/m
end RanNum
Значение speed всегда находится в диапазоне [0,1]. Если константы p, I, m взаимно просты, то есть не имеют общего делителя, то период получившейся последовательности равен m. Например, р=25173, I=13849, m=65536, то написанная функция сгенерирует последовательность из 65 536 попарно различных значений прежде, чем значения начнут повторяться. 

При тестировании speed можно положить равным 0, тогда последовательности будут повторяться. После завершения тестирования его можно выбирать равным числу секунд или миллисекунд на системных часах - последовательность будет случайной.

Если нужна последовательность в определенном интервале Low ≤ N ≤ High, то ее сгенерирует функция

(High – Low) * RanNum() + Low
Инициализировать список чисел от 1 до N  можно несколькими способами:

1 способ 

// Генерируется случайным образом индекс элемента массива. 

//Если этот элемент уже заполнен, то генерация повторяется

for i=0 to N do


list[I]=0

end for

for i=0 to N do


do



location=[N*RanNum()]


while list[location]!=0

list[location]=i

end for

 2 способ
// Генерируется случайным образом индекс элемента массива. 

//Если этот элемент уже заполнен, то ищется первая незаполненная ячейка

for i=0 to N do


list[I]=0

end for

for i=0 to N do


location=[N*RanNum()]


while list[location]!=0 do



location=( location +1) % N

end while


list[location]=i

end for
3 способ

// Генерируется случайным образом число, не превышающее значение 

//счетчика свободных ячеек массива. Сгенерированное число указывает 

//сколько свободных ячеек от текущей нужно пропустить и занести число

for i=0 to N do


list[I]=0

end for

location=1

freeCount=N

for i=0 to N do


skip=[freeCount*RanNum()]


while skip >0 do



location=( location +1) % N


if list[location]==0 then




skip= skip-1



enf if


end while


list[location]=i


freeCount = freeCount-1

end for
Алгоритмы сравнения с образцом

Задача состоит в том, чтобы найти первое вхождение неко​торой подстроки в длинном тексте. Поиск последующих вхождений основан на том же подходе. Стандартный алгоритм начинает со срав​нения первого символа текста с первым символом подстроки. Если они совпадают, то происходит переход ко второму символу текста и под​строки. Так продолжается до тех пор, пока не окажется, что подстрока целиком совпала с отрезком текста, или пока не встретятся несовпадающие символы. В первом случае задача решена, во втором мы сдвигаем указатель теку​щего положения в тексте на один символ и заново начинаем сравнение с подстрокой. 

Проблема стандартного алгоритма заключается в том, что он затрачи​вает много усилий впустую. Если сравнение начала подстроки уже произ​ведено, то полученную информацию можно использовать для того, чтобы определить начало следующего сравниваемого отрезка текста.

Алгоритм Кнута—Морриса—Пратта

Алгоритм Кнута-Морриса-Пратта основан на принципе конечного автомата, однако он использует более простой метод обработки непод​ходящих символов. В этом алгоритме состояния помечаются симво​лами, совпадение с которыми должно в данный момент произойти. Из каждого состояния имеется два перехода: один соответствует успешно​му сравнению, другой — несовпадению. Успешное сравнение переводит нас в следующий узел автомата, а в случае несовпадения мы попадаем в предыдущий узел, отвечающий образцу (второе а в исходной строке для текста abababcbab).  Пример автомата Кнута-Морриса-Пратта для подстроки ababcb приведен на рис.1.
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Рисунок 1 - Полный автомат Кнута-Морриса-Пратта для подстроки ababcb
Работа алгоритма производится в два этапа:

1. Анализируется строка-образец P. По результатам анализа заполняется вспомогательный массив смещений D.

2. Производится поиск в строке S с использованием строки-образца P и массива смещений D.

Пример поиска слова ABCABD показывает принцип работы такого алгоритма. Символы, подвергшиеся сравнению, здесь подчеркнуты. Обратите внимание: при каждом несовпадении пары символов слово сдвигается на все пройденное расстояние, поскольку меньшие сдвиги не могут привести к полному совпадению. Для повышения эффективности алгоритма необходимо, чтобы сдвиг на каждом шаге был бы как можно большим. Реальное ускорение поиска получается, если в строке S достаточно часто встречаются последовательности символов, совпадающие с началом образца P.
         ABCABCABAABCABD
         ABCABD


//D!=С сдвиг на 3




                 ABCABD


//D!=С сдвиг на 3





              ABCABD

//A!=С сдвиг на 2  






                    ABCABD
//A!=B сдвиг на 1





                       ABCABD       //совпало
Точный анализ КМП-поиска, как и сам его алгоритм, весьма сложен. Его изобретатели доказывают, что требуется порядка M+N сравнений символов.

Алгоритм Бойера—Мура

Идея алгоритма БМ-поиска состоит в том, что сравнению подвергаются не первые, а последние символы образца P и очередного фрагменто строки S. Если не равны, то сдвиг происходит на всю длину образца. Если равны, то сравнению подвергаются предпоследние символы и т.д. При несовпадении очередных символов величина сдвига извлекается из таблицы D, которая, таким образом выполняет ключевую роль в этом алгоритме. Заполнение таблицы D происходит следующим образом. Размер таблицы определяется размером алфавита, то есть количеством кодов символов, которые могут появляться в тексте. Первоначально все байты таблицы заполняются значением, равным длине строки-образца для поиска P. Далее последовательно извлекаются символы строки-образца P, начиная с первого. Для каждого символа определяется позиция его самого правого вхождения в строку образец P. Это значение и заносится в таблицу D на место, соответствующее этому символу.

for j=0 to 255

     d[j]=M;

end for ;
for j=0 to M-2

     d[p[j]]=M-j-1;

end for ;

ABCABCABFABCABD
ABCABD  


//не совпало с ‘C’, d[‘C’]=3

        ABCABD  

//не совпало с ‘F’ его нет в слове, d[‘F’]=6

             ABCABD  
//совпадение, слово найдено
Рисунок 2 - Частичное совпадение со словом и вычисление d j.
Исследования показывают, что при поиске образца из шести или более букв в тексте на естественном языке ка​ждый символ образца сравнивается с 40% или менее символов текста. При возрастании длины образца этот показатель падает до 25%.
Индивидуальные задания

1. Разберите предложенные алгоритмы генерации случайных чисел. Определите интервал повторения случайных чисел.

2. Напишите на основе алгоритма последовательного поиска функ​цию и протестируйте ее. 

3. С помощью одного из методов сгенерируйте список случайных чисел в промежутке от 1 до N и проводите поиск в этом списке; здесь N может быть любым чи​слом от 100 до 1000. В Вашей программе должен быть глобальный счетчик, который следует установить в нуль в начале программы и увеличивать на 1 непосредственно перед очередным сравнением. 

4. Затем главная программа должна вызывать функцию последова​тельного поиска для каждого элемента от 1 до N. Подсчитанное после этого общее число сравнений следует разделить на N; ре​зультатом будет среднее число сравнений при последовательном поиске.

5. Повторите шаг 3 для двоичного поиска в упорядоченном списке.

6. Повторите шаг 3 для выборки из списка заданного К-го минимального элемента.

7. Составьте отчет, в котором сравните результаты третьего, пятого и шестого шагов с предсказаниями анализа.
8. Введите строку текста. Выполните алгоритм Кнута-Mорриса-Пратта. Подсчитайте количество сравнений, требуемых при поиске образца без повторений и с повторениями.

9. Введите строку текста. Выполните алгоритм Бойера-Мура. Подсчитайте количество сравнений, требуемых при поиске образца без повторений и с повторениями.

Вопросы к защите лабораторной работы
1. Алгоритмы генерации случайных чисел. 
2. Алгоритм последовательного поиска. Его временная сложность.

3. Алгоритм бинарного поиска. Его временная сложность.

4. Алгоритм поиска К-го минимального элемента.

5. Алгоритм Кнута-Морриса-Пратта.

6. Алгоритм Бойера-Мура.
Лабораторная работа 3

Тема: Сортировка массивов и последовательностей

Цель работы: Изучение алгоритмов сортировки массивов и последовательностей.
Сортировки массивов

Сортировка вставками
Основная идея сортировки вставками состоит в том, что при доба​влении нового элемента в уже отсортированный список его стоит сразу вставлять в нужное место вместо того, чтобы вставлять его в произ​вольное место, а затем заново сортировать весь список. Сортировка вставками считает первый элемент любого списка отсортированным списком длины 1. Двухэлементный отсортированный список создается добавлением второго элемента исходного списка в нужное место од​ноэлементного списка, содержащего первый элемент. Теперь можно вставить третий элемент исходного списка в отсортированный двух​элементный список. Этот процесс повторяется до тех пор, пока все элементы исходного списка не окажутся в расширяющейся отсортиро​ванной части списка.

InsertSort(list,N) 

list    сортируемый список элементов 

N число элементов в списке 

for i=1 to N-1 


newElement=list[i] ;


loc=i-l;


while (loc >= 0)  &&  (list[loc]>newElement)  

            // сдвигаем все элементы,  большие очередного 



list[loc+1]=list[loc] ;



loc=loc-l ;


end while;


list[loc+1]=newElement ;

end for;

end.

Пузырьковая сортировка
Ее основной принцип состоит в выталкивании маленьких значений на вершину списка в то время, как большие значения опускаются вниз. Алгоритм пузырьковой сортировки совершает несколько проходов по списку. При каждом проходе происходит сравнение соседних элемен​тов. Если порядок соседних элементов неправильный, то они меняются местами. При обнаружении на первом проходе наиболь​шего элемента списка он будет переставляться со всеми последующими элементами пока не дойдет до конца списка. Поэтому при втором про​ходе нет необходимости производить сравнение с последним элементом. При втором проходе второй по величине элемент списка опустится во вторую позицию с конца. При продолжении процесса на каждом про​ходе по крайней мере одно из следующих по величине значений встает на свое место. При этом меньшие значения тоже собираются наверху. Если при каком-то проходе не произошло ни одной перестановки эле​ментов, то все они стоят в нужном порядке, и исполнение алгоритма можно прекратить.

BubbleSort(list,N)

list сортируемый список элементов

N    число элементов в списке

number=N ;

swapp=1 ;

while swapp 


number=number-1 ;


swapp=0 ;


for i=0 to number-1  


    if  list[i]   > list[i+l]  



Swap(list[i] ,list[i+l]);



swapp=1 ;


    end if ;


end for ;

end while;

end.

Модификации алгоритма пузырьковой сортировки

1. Еще в одном варианте пузырьковой сортировки запоминается ин​формация о том, где произошел последний обмен элементов, и при следующем проходе алгоритм не заходит за это место. Если по​следними поменялись i-ый и i + 1-ый элементы, то при следующем проходе алгоритм не сравнивает элементы за i-м.

2. Еще в одном варианте пузырьковой сортировки нечетные и чет​ные проходы выполняются в противоположных направлениях: не​четные проходы в том же направлении, что и в исходном варианте, а четные — от конца массива к его началу. При нечетных прохо​дах большие элементы сдвигаются к концу массива, а при четных проходах — меньшие элементы двигаются к его началу.

3. В третьем варианте пузырьковой сортировки идеи первого и вто​рого измененных вариантов совмещены. Этот алгоритм двигает​ся по массиву поочередно вперед и назад и дополнительно выстра​ивает начало и конец списка в зависимости от места последнего изменения.

Сортировка Шелла
Она рассматривает весь список как совокупность перемешанных подсписков. На первом шаге эти подсписки представля​ют собой просто пары элементов. На втором шаге в каждой группе по четыре элемента. При повторении процесса число элементов в каждом подсписке увеличивается, а число подсписков, соответственно, падает. На рис. 1 изображены подсписки, которыми можно пользоваться при сортировке списка из 16 элементов.

Сортировка подсписков выполняется путем однократного примене​ния сортировки вставками из п. 2. В результате получаем следую​щий алгоритм:

Shellsort(list,N)

list сортируемый список элементов

N    число элементов в списке

passes =  log10(9)/log10(2);

while (passes>=l) 


inc = 2^passes – l;


for start=0 to incr-1 


      InsertSort(list, N, start, incr);


end for;


passes=passes-l ;

end while;

end;

InsertSort(list, N, start, incr)

  for  i=start+incr to N-1 step incr )

       temp=list[i];

       loc=i-incr;

       while  temp<list[loc] && loc>=start

              list[loc+incr]=lst[loc];

              loc= loc – incr;

      end while;

  lst[loc+incr]=temp;

 end for;

end.
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Рисунок 1 - Четыре прохода сортировки Шелла

Корневая сортировка
При корневой сортировке упорядочивание списка происходит без непосредственного сравнения ключевых значений между собой. При этом создается набор «стопок», а элементы распределяются по стопкам в зависимости от значений ключей (на первом проходе по последнему символу, на втором по – предпоследнему и т.д). Собрав значения обратно и повто​рив всю процедуру для последовательных частей ключа, мы получаем отсортированный список. Количество стопок зависит от количества различных символов входящих в состав ключа. Если все символы таблицы ASCII  возможны, то количество стопок будет равно 256, а размер каждой стопки – длине исходного массива.

Исходный список

310 213 023 130 013 301 222 032 201 111 323 002 330 102 231 120

Номер стопки

 Содержимое

0                
310    130    330     120

1 

301    201    111     231

2 

222    032    002     102

3 

213    023    013     323

Рисунок 2 -  Первый проход, разряд единиц корневой сортировки

RadixSort(list, N)

list сортируемый список элементов

N    число элементов в списке

shift=l;

for loop=l to keySize 


for entry=l to N 



bucketNumber=(list[entry].key/shift) % 10 ;



Append(bucket[bucketNumber],list[entry]);


end for ;


list=CombineBuckets() ;


shift=shift*10 ;

end for ;

end.

Пирамидальная сортировка
В основе пирамидальной сортировки лежит специальный тип бинар​ного дерева, называемый пирамидой; значение корня в любом поддереве такого дерева больше, чем значение каждого из его потомков. Непо​средственные потомки каждого узла не упорядочены, поэтому иногда левый непосредственный потомок оказывается больше правого, а ино​гда наоборот. Пирамида представляет собой полное дерево, в котором заполнение нового уровня начинается только после того, как предыду​щий уровень заполнен целиком, а все узлы на одном уровне заполняются слева направо.
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Рисунок 3 - Пирамида и ее списочное представление

Сортировка начинается с построения пирамиды. При этом макси​мальный элемент списка оказывается в вершине дерева: ведь потомки вершины обязательно должны быть меньше. Затем корень записыва​ется последним элементом списка, а пирамида с удаленным максималь​ным элементом переформировывается. В результате в корне оказыва​ется второй по величине элемент, он копируется в список, и процедура повторяется пока все элементы не окажутся возвращенными в список. Вот как выглядит соответствующий алгоритм:

for i=N/2 down to 1 do
//сконструировать пирамиду


FixHeap(list,i,list[i],N) ;

end for ;

for i=N down to 2 do


max=list[1];
//скопировать корень пирамиды в список


FixHeap(list,1,list[i] ,i-l);
//переформировать пирамиду

list[i]=max ;

end for;

end.

Переформирование пирамиды

При копировании наибольшего элемента из корня в список корне​вой узел остается свободным. В него должен попасть больший из двух непосредственных потомков. При этом пирамида должна оста​ваться настолько близкой к полному дереву, насколько это возможно. Переформирование пирамиды мы начинаем с самого правого элемента на нижнем ее уровне. В результате узлы с нижней части дерева будут убираться равномерно. Если за этим не следить, и все большие значения оказываются в одной части пирамиды, то пирамида разбалансируется и эффективность алгоритма падает. Вот что получается в результате:

FixHeap(list,root,key,bound) 

list    сортируемый список/пирамида 

root    номер корня пирамиды

key  ключевое значение, вставляемое в пирамиду 

bound правая граница (номер) в пирамиде

vacant = root;

while 2*vacant <= bound 


largerChild = 2*vacant;

// поиск наибольшего из двух непосредственных потомков 


if (largerChild<bound) and (list[largerChild+l]>list[largerChild+l]) 



largerChild=largerChild+l ;


end if;


// находится ли ключ выше текущего потомка? 


if key>list[largerChild] 
// да, цикл завершается


break ;


else

// нет,  большего непосредственного потомка



            //следует поднять


list[vacant]=list[largerChild];



vacant=largerChild ;


end if ;

end while ;

list[vacant]=key;

end.

Сортировка слиянием
Сортировка слиянием —рекурсивная сортировка. В ее основе лежит замечание, согласно которому слияние двух отсортированных списков выполняется быстро. Список из одного элемента уже отсортирован, поэтому сортировка слиянием разбивает список на одноэлементные куски, а затем постепенно сливает их.  По​этому вся деятельность заключается в слиянии двух списков.

Сортировку слиянием можно записать в виде рекурсивного алго​ритма, выполняющего работу, двигаясь вверх по рекурсии. При взгля​де на нижеследующий алгоритм видно, что он разбивает список пополам до тех пор, пока номер первого элемента куска меньше номе​ра последнего элемента в нем. Если же в очередном куске это условие не выполняется, это означает, что мы добрались до списка из одно​го элемента, который тем самым уже отсортирован. После возврата из двух вызовов процедуры MergeSort со списками длиной один вызывает​ся процедура MergeLists, которая сливает эти два списка, в результате чего получается отсортированный список длины два. При возврате на следующий уровень два списка длины два сливаются в один отсорти​рованный список длины 4. Этот процесс продолжается, пока не доберемся до исходного вызова, при котором две отсортированные по​ловины списка сливаются в общий отсортированный список. Ясно, что процедура MergeSort разбивает список пополам при движении по ре​курсии вниз, а затем на обратном пути сливает отсортированные поло​винки списка. Вот этот алгоритм:

MergeSort(list,first,last)

list    сортируемый список элементов

first номер первого элемента в сортируемой части списка

last    номер последнего элемента в сортируемой части списка

if first<last 


middle=(first+last)/2;


MergeSort(list,first,middle);


MergeSort(list,middle+l.last);


MergeLists(list,first.middle,middle+l,last) ;

end if;

end.

Быстрая сортировка
Быстрая сортировка выбирает элемент списка, называемый осевым, а затем переупорядочивает список таким образом, что все элементы, меньшие осевого, оказываются перед ним, а большие элементы — за ним. В каждой из частей списка элементы не упорядочиваются. Если i — окончательное положение осевого элемента, то нам известно лишь, что все значения в позициях с первой по i — 1 меньше осевого, а значения с номерами от i + 1 до N больше осевого. Затем алгоритм Quicksort вызывается рекурсивно на каждой из двух частей. При вызове проце​дуры Quicksort на списке, состоящем из одного элемента, он ничего не делает, поскольку одноэлементный список уже отсортирован.

Quicksort(list,first,last)

list    упорядочиваемый список элементов
first номер первого элемента в сортируемой части списка

last номер последнего элемента в сортируемой части списка

if first<last 


pivot=PivotList(list.first,last);


Quicksort(list,first,pivot-l);


Quicksort(list,pivot+l,last) ;

end if;

end.

Расщепление списка

Функция PivotList берет в качестве осевого элемента первый эле​мент списка и устанавливает указатель pivot в начало списка. Затем она проходит по списку, сравнивая осевой элемент с остальными элемен​тами списка. Обнаружив элемент, меньший осевого, она увеличивает указатель PivotPoint, а затем переставляет элемент с новым номером PivotPoint и вновь найденный элемент. После того, как сравнение ча​сти списка с осевым элементом уже произведено, список оказывается разбит на четыре части. Первая часть состоит из первого — осево​го — элемента списка. Вторая часть начинается с положения first+1, кончается в положении PivotPoint и состоит из всех просмотренных элементов, оказавшихся меньше осевого. Третья часть начинается в положении PivotPoint+1 и заканчивается указателем параметра цикла index. Оставшаяся часть списка состоит из еще не просмотренных зна​чений. Соответствующее разбиение приведено на рис. 4.
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Рисунок 4 - Значения указателей в алгоритме PivotList
PivotList(list.first,last) 

list обрабатываемый список 

first номер первого элемента 

last номер последнего элемента

PivotValue=list[first];

PivotPoint=first;

for index=first+1 to last 


if list[index]<PivotValue 



PivotPoint=PivotPoint+l ;



Swap(list[PivotPoint],list[index]);


end if ;

end for;

// перенос осевого значения на нужное место 

Swap(list[first],list[PivotPoint]) ;

return PivotPoint;

end.

Сортировка последовательностей

Прямое слияние
Алгоритмы сортировки, приведенные выше, невозможно применять для данных, которые из-за своего размера не помещаются в оперативной памяти машины и находятся, например, на внешних, последовательных запоми​нающих устройствах памяти, таких как ленты или диски. В таком случае мы говорим, что данные представляют собой (последова​тельный) файл. Для него характерно, что в каждый момент не​посредственно доступна только одна компонента. Поэтому приходится пользоваться другими методами сортировки. Наиболее важный из них — сор​тировка с помощью слияния. Слияние означает объединение двух (или более) последовательностей в одну-единственную упорядо​ченную последовательность с помощью повторяющегося выбора из доступных в данный момент элементов. Слияние намного про​ще сортировки, и его используют как вспомогательную операцию в более сложных процессах сортировки последовательностей. Одна из сортировок на основе слияния называется прямым (straight) слиянием. Она выполняется следующим образом:

1. Последовательность а разбивается на две половины: b и с.

2. Части b и с сливаются, при этом одиночные элементы образу​ют упорядоченные пары.

3. Полученная последовательность под именем а вновь обраба​тывается, как указано в пунктах 1, 2; при этом упорядочен​ные пары переходят в такие же четверки.

4. Повторяя предыдущие шаги, сливаем четверки в восьмерки и т. д., каждый раз "удваивая" длину слитых подпоследова​тельностей до тех пор, пока не будет упорядочена целиком вся последовательность.

Возьмем в качестве примера такую последовательность:

44      55       12      42  ‘    94       18      06      67. 

После разбиения (шаг 1) получаем последовательности

44      55       12      42,

94      18      06      67.

Слияние одиночных компонент (т.е. упорядоченных последова​тельностей длины 1) в упорядоченные пары дает: 

44      94   '18      55   '   06       12   '   42      67.

Деля эту последовательность пополам и сливая упорядоченные пары, получаем:

06      12      44      94   '   18      42      55      67.

Третье разделение и слияние приводят нас, наконец, к желаемо​му результату:

06       12       18      42      44       55      67      94.

Действия по однократной обработке всего множества данных называются фазой. Наименьший же подпроцесс, повторение ко​торого составляет процесс сортировки, называется проходом или этапом. В приведенном примере сортировка происходит за три прохода, каждый из которых состоит из фазы разделения и фазы слияния. Для выполнения такой сортировки нужны три ленты, поэтому она называется трехленточным слиянием.

Фазы разделения фактически не относятся к сортировке, ведь в них элементы не переставляются. В некотором смысле они непродуктивны, хотя и занимают половину всех операций по переписи. Если объединить разделение со слиянием, то от этих переписей можно вообще избавиться. Вместо слияния в одну последовательность результаты слияния будем сразу распределять по двум лентам, которые станут исходными для последующего прохода. Будем называть такую сортировку однофаз​ной. Она, очевидно, лучше, поскольку необходима только половина операций по переписи, но за это приходится "платить" четвертой лентой.

Если рассматривать массив как последовательность элементов имеющих два конца, то его весьма просто можно использовать, вместо двух последовательностей. При слиянии будем брать, элементы с двух концов массива, а не из двух входных файлов. Таким образом, общая схема объединенной фазы слияния-разби​ения имеет вид, показанный на рис. 5. Направление пересыл​ки сливаемых элементов изменяется на первом проходе после каждой упорядоченной пары, на втором — после каждой упоря​доченной четверки и т. д., обеспечивая равномерное заполнение двух выходных последовательностей. После каждого прохода массивы "меняют​ся ролями", выходной становится входным и наоборот.
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Рисунок 5 - Схема сортировки прямым слиянием для двух массивов

Индексы i и j фиксируют два входных элемента, k и l — два вы​ходных (см. рис. 5). Исходными данными будут, конечно же, элементы а1... аn. Кроме этого, очевидно, нужно ввести для указа​ния направления пересылки булевскую переменную up. Если up — "истина", то в текущем проходе компоненты а1... аn движутся на место аn+1 ... а2n, если же истинно выражение -up, то наоборот. Между последовательными проходами значение up изменяется на противоположное. Также потребуется переменная р, задающая размер объединяемых последовательностей. Начальное значение р равно 1, и перед каж​дым последующим проходом оно удваивается. Для простоты предполагаем, что n всегда равно степени двойки. Таким образом, программа сортировки с помощью простого слия​ния имеет такой вид:

StraightMerge 

int  i, j, k, l;
//индексы
int  up; //направление прохода

up  = 1;   

p  = 1;  //кол-во элементов в серии

do //инициация индексов 

    if up 

i  =  1;   j = n;  k = n+1; l = 2*n;

    else  k  = 1;   l = n;   i  = n+1; j = 2*n;

    end if;

    слияние р-наборов из i- и j-входов в k- и l-выходы; 

    up = -up;   р = 2*р; //смена направления и увеличение кол-ва элементов

while р != n;

end.

Если сливаемые элементы направляются в левый конец выходного массива, то направление задается индексом k, и после пересылки очередного элемента он увеличивается на единицу. Если же элементы направляются в правый конец, то направление задается индексом l, и он каждый раз уменьшает​ся. Для упрощения фактического оператора слияния будем счи​тать, что направление всегда задается индексом k, но после сли​яния р-набора будем менять местами значения k и l, приращение же всегда обозначается через h, имеющее значение либо 1, либо —1.

Дальнейшее уточнение ведет уже к формулированию самого опе​ратора слияния. При этом следует учитывать, что остаток под​последовательности, оставшийся после слияния непустой подпос​ледовательности, добавляется простым копированием к выход​ной последовательности.

Кроме того, для гарантии окончания программы условие р = n, управляющее внешним циклом, заменяется на р >= n. 

Естественное слияние
В случае прямого слияния размер сливаемых на k-м проходе подпоследовательностей меньше или равен 2k и не зависит от существования более длинных, уже упо​рядоченных подпоследовательностей, которые можно было бы просто объединить. Фактически любые две упорядоченные под​последовательности длиной m и n можно сразу сливать в одну по​следовательность из m + n элементов. Сортировка, при которой всегда сливаются две самые длинные из возможных подпоследо​вательностей, называется естественным слиянием.

Для упорядочен​ных подпоследовательностей будем использовать термин серия. Поэтому в сортировке естественным слиянием объединяются серии, а не последовательности фиксированной (заранее) длины. Если сливаются две последовательности, каждая из n се​рий, то результирующая содержит опять ровно n серий. Следова​тельно, при каждом проходе общее число серий уменьшается вдвое. 

Создадим алгоритм естественного слияния. Здесь используются последовательности вместо массивов, и речь идет о несбалансированной, двухфазной сорти​ровке слиянием с тремя лентами. Мы предполагаем, что перемен​ная с представляет собой начальную последовательность элемен​тов. Кроме того, а и b - вспомогательные переменные-последователь-ности. Каждый проход состоит из фазы распределения серий из с поровну в а и b и фазы слияния, объединяющей серии из а и b вновь в с (рис. 6). 
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Рисунок 6 - Фазы сортировки и проходы

В качестве примера в табл. 1 приведен файл с из 20 чисел в его исходном состоянии (первая строчка) и после каждого из проходов сортировки с помощью естественного слияния (строки 2-4). Обратите внимание: всего понадобилось три прохода. Про​цесс сортировки заканчивается, как только в с число серий ста​нет равным единице. Поэтому для счета числа серий, направляемых в с, мы вводим перемен​ную L. Воспользовавшись типом последовательности (Sequence), можно написать такую программу:

Таблица 1. Пример сортировки с помощью естественного слияния

17 31 ' 05 59 ' 13 41 43 67 ' 11 23 29 47 ' 03 07 71 ' 02 19 57 ' 37 61 

05 17 31 59 ' 11 13 23 29 41 43 47 67 ' 02 03 07 19 57 71 ' 37 61  //2

05 11 13 17 23 29 31 41 43 47 59 67 ' 02 03 07 19 37 57 61 71 
//3

02 03 05 07 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 57 59 61 67 71
//4

struct Sequence {

          int  first;  //опережающий буфер 

          int   eor,   eof; 

            File *f;   

};

//перечень функций, которые нам потребуются

OpenSeq(Sequence s);  
//открытие последовательностей

//заполнение последовательности случайными числами если нужно

OpenRandomSeq(Sequence s, int  length,   seed); 

StartRead(Sequence s); 
//установка на начало последовательности перед чтением

StartWrite(Sequence s); 
//установка на начало последовательности перед записью 

Copy(Sequence x, Sequence  y); 
//запись и опережающее чтение следующего 

CloseSeq(Sequence s);
//закрытие последовательностей

ListSeq(Sequence s);    
//распечатка на экран

После открытия файла необхо​димо включить механизм "заглядывания вперед", работа которого зависит от того, читается ли в данный момент файл или пишется. В первом случае первый элемент необходимо записать в "опе​режающий" буфер first. Здесь используется Start Read и StartWrite.

Обращаем внимание, что в процедуре сору в поле first выходной последовательности хра​нится значение последнего записанного элемента. Таким образом, поля eof и eor представляют собой результаты работы сору, подоб​но тому, как eof была определена результатом операции чтения.

//тела функций

OpenSeq(Sequence s ) //открытие файла

        Open(s.f); 

end;

OpenRandomSeq(Sequence s, int  length, int seed)
//генерация случайных чисел 

// и запись в файл

    int  i; 

     Open(s.f);

     for i = 0 to length-1 

             WriteWord(s.f, seed); 

              seed = (31*seed) % 997 + 5 ;

     end for;

end;

StartRead(Sequence s) // открытие файла и заглядывание вперед
      Reset(s.f); 

      ReadWord(s.f, s.first); 

      s.eof =s.f.eof;

end;

StartWrite (Sequence s)

//запись в файл установка на начало

      Reset(s.f) ;

end;

copy(Sequence x, Sequence y) 
//запись опережающего элемента
       у.first  = x.first;               
//и чтение нового элемента

       WriteWord(y.f,   y.first);   

        ReadWord(x.f,   x.first);

        x.eor  = x.eof  = x.f.eof;   

        if (x.first < y.first)   

x.eor  = 1;  //установка конца серии

end;

CloseSeq(Sequence s) 
//закрытие файла
       Close(s.f) ;

end;

ListSeq(Sequence s) 

//вывод на экран
    int   i,   L;

    Reset(s.f);  

    i  = 0;   L = s.f.length; 
//длина последовательности

    while i < L 

          WriteInt(s.f, a[i]); 
//вывод данных на экран
           i  =  i+1; 

          if i % 10 = = 0  

                 //переход на новую строку 

           end if;

     end; 

//процедура естественного слияния

copyrun(Sequence x, Sequence y);    // из х в у 

          do 

               copy(x, y);

            while !x.eor ;

end;

NaturalMerge

int L;   

// число сливаемых серий 

Sequence a, b, с; 

    OpenSeq(a);   OpenSeq(b);   

    OpenRandomSeq(c,16, 531); 

     ListSeq(c);

     do 

           StartWrite(a);   StartWrite(b);   StartRead(c); 
//уст. на начало и чтение 

           do
              copyrun(c.a); //до конца серии

  
  if !c.eof 

                    copyrun(c,b) ; /до конца следующей серии

                   end if;

             while !c.eof; // пока не конец файла

             StartRead(a);   StartRead(b);   StartWrite(c); 

             L  = 0; 

            do  //сливаем по 1-й серии

                   loop

                        if a.first < b.first 

                              copy(a.c);

                              if a.eor  copyrun(b,c); exit; end ;

                        else 

                               copy(b, c);

                               if b.eor  copyrun(a,c); exit; end;

                        end if;

                    end;

                    L = L+1; //считаем серии
               while  !a.eof && !b.eof; //пока не конец одного из файлов

               while !a.eof   
//дозапись конца
                     copyrun(a,c); 

                     L = L+1; 

               end while;

               while !b.eof  
//дозапись конца
                     copyrun(b, c); 

                     L = L+1; 

               end while;

            while !L = 1; 
//пока кол-во серий не будет равно 1

            ListSeq(c); CloseSeq(a); CloseSeq(b); CloseSeq(c) 

    end.

Процесс сравнения и выбора ключей при слиянии серий закан​чивается, как только исчерпывается одна из двух серий. После того оставшаяся неисчерпанной серия просто передается в результирующую серию, точнее, копируется ее "хвост". Это делается с помощью обращения к процедуре соруrun .

Сбалансированное многопутьевое слияние
Затраты на любую последовательную сортировку пропорцио​нальны числу требуемых проходов, так как по определению при каждом из проходов копируются все данные. Один из способов сократить это число — распределять серии в более чем две после​довательности. Слияние r серий, поровну распределенных в N пoследовательностей, даст в результате r/N серий. Второй проход уменьшит это число до r/N2, третий — до r/N3 и т. д., после k про​ходов останется r/NK серий. 

Разработаем программу сортировки, в основу которой по​ложим многопутевое слияние. Будем формулировать многопутевое слияние как сба​лансированное слияние с одной-единственной фазой. Это предпо​лагает, что в каждом проходе участвует равное число входных и выходных файлов, в которые по очереди распределяются на последовательные серии. Мы будем использовать N последователь​ностей (N— четное число), поэтому наш алгоритм будет базироваться на N/2-путевом слиянии. Следуя ранее изложенной стра​тегии, не будем обращать внимание на автоматическое слияние двух следующих одна за другой последовательностей в одну. По​этому мы постараемся программу слияния не ориентировать на условие, что во входных последовательностях находится поров​ну серий.

В нашей программе мы впервые сталкиваемся с естественным приложением такой структуры данных, как массив файлов. Такое отличие — результат условия, что процесс слияния по исчерпании одного из входов еще не за​канчивается. Поэтому нужно хранить список входов, остающих​ся активными, т. е. входов, которые еще не исчерпались. Появля​ется и еще одно усложнение: нужно после каждого прохода переключать группы входных и выходных последовательностей.

Номера последовательностей используются как индек​сы для массива последовательностей, состоящих из элементов. Будем считать, что начальная последовательность элементов за​дается переменной  Sequence f0;  и для процесса сортировки имеем в своем распоряжении n лент (n — четное): Sequence f[n]; 

Для решения задачи переключения лент можно рекомендовать технику карты индексов лент. Вместо прямой адресации ленты с помощью индекса i она адресуется через карту t, причем сама карта (mар) определяется как массив указателей на последовательности.

Если в начале ti = i для всех i, то переключение представляет со​бой обмен местами компонент ti ↔tNh+i для всех i = 1,..., Nh, где Nh = N/2. Те​перь можно дать первый "набросок" алгоритма:

BalancedMerge
int i,j; 
//индексы

int L;   // число распределяемых серий 

Sequence *t[] 
//массив указателей на последовательности

//распределение начальных серий в t[1]...t[Nh] 

j   = 1;   L  = 0; 

do

if  j  < Nh   j = j+1;  

else j  = 1; 

end if;

копирование одной серии из  f0 в последовательность j;

L = L+1;  //подсчет количества серий

while  !f0.eof; 

for i  = 1 to N 

      t[i]   = i ;

end for;
//заносим адреса файлов в массив

do 
// слияние из t[1]   ...   t[Nh] в  t[Nh+1]   ...   t[N]   

(1) установка входных последовательностей;

L  = 0;

j   = Nh+1;   //  j  - индекс выходной последовательности  

do
L  = L+1;

(2) слияние а серий с входов b в t[j];

if  j  < N  j   = j+1;  

else j   = Nh+1;  

end if;

while  (3) все входы не исчерпаны 

(4) переключение  последовательностей 

while L != 1;

// отсортированная последовательность в t[1]  

end.

Уточним оператор первоначального распределения серий. Используя определение последовательности и процедуры сору, заменяем копирование одной серии из f0 в последовательность j на оператор

do copy(f0,f[j]) ;

while !f0.eor; 

//пока не конец серии

Копирование серии прекращается либо при обнаружении перво​го элемента следующей серии, либо по достижении конца вход​ного файла.

В нашем алгоритме сортировки осталось определить более де​тально следующие операторы:

(1) Установка на начало входных последовательностей.

(2) Слияние одной серии из входа на tj
(3) Все входы исчерпаны.

(4) Переключение последовательностей.

Обратите внимание: число активных входов может быть меньше N/2. Фактически максимальное чис​ло входов может быть равно числу серий, и сортировка заканчи​вается, как только останется одна-единственная последователь​ность. Может оказаться, что в начале последнего прохода сорти​ровки число серий будет меньше N/2. Поэтому мы вводим некоторую переменную, скажем k1, задающую фактическое чис​ло работающих входов. 

Понятно, что оператор (2) по исчерпании какого-либо входа должен уменьшать k1. Следовательно, предикат (3) можно легко пред​ставить отношением k1 != 0. Уточнить же оператор (2), несколько труднее: он включает повторяющийся выбор наимень​шего из ключей и отсылку его на выход, т. е. в текущую выход​ную последовательность. К тому же этот процесс усложняется не​обходимостью определять конец каждой серии. Конец серии дос​тигается либо (1), когда очередной ключ меньше текущего ключа, либо (2) — по достижении конца входа. В последнем случае вход исключается из работы и k1 уменьшается, а в первом — закрыва​ется серия, элементы соответствующей последовательности уже не участвуют в выборе, но это продолжается лишь до того, как будет закончено создание текущей выходной серии. Отсюда сле​дует, что нужна еще одна переменная k2, указывающая число входов источников, действительно используемых при вы​боре очередного элемента. Вначале ее значение устанавливается равным k1 и уменьшается всякий раз, когда из-за условия (1) се​рия заканчивается.

Кроме этого необ​ходимо знать не только число последовательностей, но и то, ка​кие из них действительно используются. Вводим вторую карту для лент — ta. Эта карта используется вместо t, причем ta1, ..., tak2 — индексы доступных последовательностей. 

Как только будет достигнут конец любого файла оператор исключить ленту предполагает уменьшение k1 и k2, а так​же переупорядочение индексов в карте ta. Оператор закрыть се​рию просто уменьшает k2 и переупорядочивает соответствующим образом ta. 

Окончательный алгоритм: Сортировка с помощью сбалансированного слияния

BalancedMerge

const N = 4;   

Nh = N/2; 

int i,   j,  mx,   tx;
//индексы
int L,   k1,   k2;

type max,  x; 

//тип элементов последовательностей

int  t[N],  ta[N];
//массивы указателей на файлы

Sequence f0 ;  
//начальная последовательность

Sequence f[N]; 
//последовательности

char *fn[N];

//имена файлов

OpenRandomSeq(f0,100,737); 
//генерация последовательности

ListSeq(f0); 
//вывод на экран

for i = 1 to N 
//открытие файлов

      OpenSeq(f[i],fn[i]) ;

end for;  

j = 1; L = 0; StartRead(f0); 

do


    do

// распределение начальных серий t[1]...t[Nh]  


copy(f0,f[j]);

    while(!f0.eor);

    L++;

    if j < Nh  j = j+1; 

    else j = 1 ;

    end if;

}while(!f0.eof);

for i = 1 to N //сохранение номеров файлов

     t[i] = i ; ta[i]=0;

end for; 


do   // слияние из t[1]...t[Nh] в t[Nh+1]...t[N] 

     if L < Nh  k1 = L;  //опред. числа активных входов

     else k1 = Nh ;

     end if;

     for i = 1 to k1 

            StartRead(f[t[i]], i); 

             ta[i] = t[i]; 
//запись номеров активных файлов

     end for;

     L = 0; // число сливаемых серий  

     j = Nh+1;  // j - индекс входной последовательности 

do  // слияние входных серий в t[j] 

     L = L+1;  k2 = k1; 

                do  // выбор минимального ключа 

                       i = 1; mx = 1; min = f[ta[1]].first; 

                       while i < k2  //поиск наименьшего ключа 

                             i = i+1; x = f[ta[i]].first; 

                             if x < min  

                                 min = x; mx = i ;

                             end if;

                       end while;

                       copydat(f[ta[mx]], f[t[j]]); 

                       if f[ta[mx]].eof    // исключение ленты  

                           StartWrite(f[ta[mx]], mx); 

                           for tx=mx to Nh

                                  ta[tx] = ta[tx+1]; 

                           end for;

                           k1 = k1-1; k2 = k2-1 ;



else if f[ta[mx]].eor  
// закрытие серии 

                               for tx=mx to Nh

                                   ta[tx] = ta[tx+1]; 

                               end for;

                               k2 = k2-1 ;

                       end if;

                 while k2 != 0;

                  for i=0  to k1

                         ta[i]=t[i];

                  end for;

                  if  j  < N  j  = j+1;

                  else j = Nh+1;   

                  end if;

           while k1 != 0; 
//пока не перепишем все серии из всех активных 

//последовательностей

            for i   = 1 to Nh   
//замена адресов последовательностей

                 tx  = t[i];   t[i]   = t[i+Nh];   t[i+Nh]   = tx; 

            end for;

     while L != 1; 


// пока не получилась одна серия

     ListSeq(f[t[1]]); //вывод на экран отсортированная последовательность в t[1]   

     for j=0 toN

            Close(f[t[j]].f);

     end for;

end.

copydat(Sequence x, Sequence y)


Sequence z;

           WriteWord(y.f,   x.first);   


x.eor=0;


z.first=x.first;


if(feof(x.f))



x.eor=x.eof=1;



return;


end if;

            ReadWord(x.f, x.first);


if(x.first<z.first)


  x.eor=1;


end if
end;


Многофазная сортировка
В основе очередного усовершенствования лежит отказ от жесткого понятия прохода и переход к более изощренному использованию последовательностей. Продемонстрируем его на примере с тремя последова​тельностями. В каждый момент сливаются элементы из двух ис​точников и пишутся в третью переменную-последовательность. Как только одна из входных последовательностей исчерпывает​ся, она сразу же становится выходной для операции слияния из оставшейся, неисчерпанной входной последовательности и пре​дыдущей выходной.

Поскольку известно, что n серий на каждом из входов транс​формируются в n серий на выходе, то нужно только держать спи​сок из числа серий в каждой из последовательностей (а не опре​делять их действительные ключи). Будем считать (рис. 7), что вначале две входные последовательности f1 и f2 содержат соот​ветственно 13 и 8 серий. Таким образом, на первом проходе 8 се​рий из f1 и f2 сливаются в f3, на втором — 5 серий из f1 и f3 слива​ются f2 и т. д. В конце концов f1 оказывается отсортированная последовательность.
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Рисунок 7 - Многофазная сортировка слиянием 21 серии на  трех                  

переменных-последовательностях

Многофазная сортировка более эффективна, чем сбалансиро​ванная, поскольку она имеет дело с N – 1-путевым слиянием, а не с N/2-путевым, если она начинается с N последовательностей. Ведь число необходимых проходов приблизительно равно log N n, где n -число сортируемых элементов, а N — степень операции слияния, — это и определяет значительное преимущество нового метода.

Конечно, для этих примеров было тщательно выбрано началь​ное распределение серий. 

Таблица 2. Идеальное распределение серий по двум последовательностям
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Это рекурсивные правила (или рекурсивные отношения), опре​деляющие так называемые числа Фибоначчи:

0,1,1,2,3.5,8,13,21,34,55,...

Любое из чисел Фибоначчи — сумма двух предшествующих. Сле​довательно, для хорошей работы многофазной сортировки на трех последовательностях необходимо, чтобы числа начальных серий в двух входных последовательностях были двумя соседними чис​лами Фибоначчи.

Теперь уже ясно, что начальные числа серий для совершенной разной сортировки с N последовательностями представляют собой суммы любых N-1, N-2, ...,1 последовательных чисел Фибоначчи порядка N- 2. Отсюда явно следует, метод применим лишь для входов, сумма серий на которых есть сумма N- 1 таких чисел Фибоначчи. А что делать, если  число начальных серий отличается от такой идеальной суммы? Будем считать, что у нас есть гипотетические пустые серии, причем столько, что сумма пустых и реальных, серий равна идеальной сумме. Такие серии будем называть просто пустыми (dummy runs). 

Однако этот выход из положения порождает сразу же новый и более трудный вопрос: как распознавать во время слияния такие пустые серии?

Прежде чем отвечать на такой вопрос, сначала исследуем пробле​му начального распределения фактических и пустых серий на N- 1 лентах. Однако в поисках подходящего правила распределения необходимо прежде всего знать, как будут сливаться пустые и реальные серии Ясно, что если мы будем считать серию из последовательности i пустой, то это просто означает, что в слиянии она не участвует и оно (слияние) проходит не из N - 1 последовательностей, а из меньшего их числа Слияние пустых серий со всех N- 1 источников означает, что никакого реального слияния не происходит, вместо него в выходную последовательность записывается результирующая пустая серия. Отсюда можно заключить, что пустые серии нужно как можно более равномерно распределять по N - 1 последовательностям, ведь мы заинтересованы в реальном слиянии из как можно большего числа источников.

Теперь рассмотрим задачу распределения неизвестного числа серий по N- 1 последовательностям. Ясно, что в процессе распределения можно вычислять числа Фибоначчи порядка N - 2, определяющие желательное число серий в каждом из источников. Предположим например, что N= 6, и, начнем распреде​лять серии, в строке с индексом 1 = 1 (1, 1, 1, 1, 1) если есть еще серии, то переходим ко второй строке (2, 2, 2, 2,1) если все еще остаются серии, то берем третью строку (4,4,4,3,2) и т. д. Будем называть индекс строки уровнем. Очевидно, чем больше число серий, тем выше уровень чисел Фибоначчи, который в данном случае равен количеству проходов или переключений необходимых для последующей сортировки. Тогда в первом приближении можно сформулировать такой алгоритм распределения

1. Пусть наша цель — получить при распределении числа Фибоначчи порядка N - 2 и уровня 1.

2. Проводим распределение, стремясь достичь цели.

3. Если цель достигнута, вычисляем следующий уровень чисел Фибоначчи, разность между этими числами и числами на пре​дыдущем уровне становится новой целью распределения. Возвращаемся к шагу 2. Если цель невозможно достичь из-за того, что входные данные исчерпаны, заканчиваем распределение.

Правила вычисления следующего уровня чисел Фибоначчи содержатся в их определении. Таким образом, мы можем сконцентрировать внимание на шаге 2, где, имея цель, необходимо распределять одну за другой поступающие серии по N- 1 выходным последовательностям. Именно в этот момент в наших рассуждениях и появляются пустые серии.

Предположим, повышая уровень, мы вводим новые цели с помощью разностей di, для i = 1,… ,N - 1, где di, обозначает число серий, которые нужно на данном шаге направить в последовательность i. Теперь можно считать, что сразу помещаем di пустых серий в последовательность i, а затем рассматриваем последующее распределение как замену пустых серий на реальные, отмечая каждую замену вычитанием 1 из счетчика di Таким образом, по исчерпании входного источника di, будет указывать число пустых серий в последовательности i .

Теперь мы уже в состоянии описать алгоритм в виде процедуры с именем select, к которой обращаются каждый раз после копирования, когда нужно выбирать, куда отправлять новую серию. Будем считать, что есть переменная, указывающая индекс текущей выходной последовательности, а аi, и di, — числа идеального и "пустого" распределения для последовательности i.

int j 

int a[N] ,d[N]    

int level
Эти переменные инициализируются такими значениями:

ai=1, di=1 для i=1,…,N-1,

aN=0, dN=0 пустые,

j=1, level =1.

Отметим, что select должно выделять очередную строку таблицы табл. 2, т. е. значения 
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 при каждом увеличении уровня. В этот же момент вычисляются и cледующие цели — разности 
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. Приведенный алгоритм основан на том, что результирующее di, при увеличении индекса уменьшается. Обратите внимание, что nepexoд от уровня 0 к уровню 1 представляет собой  исключение, поэтому алгоритм можно использовать, начиная с уровня 1. Работа select заканчивается уменьшением dj на 1, эта операция соответствую замене пустой серии в последовательности на реальную серию.

Будем считать, что у нас есть процедура копирования серии с входа f0 в fi, тогда мы можем сформулировать фазу начального распределения следующим образом (предполагается, что в ней крайней мере одна серия)

do select; copyrun;

while !f0.eof; 

Однако здесь следует на мгновение задержаться и вспомнить, что происходило при распределении серий в ранее разбиравшей сортировке естественным слиянием: две последовательно поступающие на один выход серии могут превратиться в одну-единственную, что приведет к нарушению ожидаемого числа серий. В многофазной сортиров​ке мы особенно заботимся о точном числе серий в каждой после​довательности. Поэтому мы не можем отмахнуться от эффекта такого случайного слияния, и приходится усложнять наш алго​ритм распределения. Нужно для всех последовательностей хра​нить ключ последнего элемента последней серии. К счастью, наша реализация модуля Sequences это предусматривала. В случае вы​ходных последовательностей f.first представляет последний за​писанный элемент. Очередная попытка написать алгоритм рас​пределения может выглядеть так:

do        select;

        if f[j].first <= f0.first  

            продолжать старую серию 

        end if;

        copyrun; 

while !f0.eof; 

f[j].first получает опреде​ленное значение лишь после копирования первого элемента. Пра​вильно было бы распределить по одной серии в каждую из N- 1 выходных последовательностей, не обращаясь к f[j].first. Ос​тавшиеся же серии распределяются в соответствии с нижеприве​денным алгоритмом.

Теперь можно приступить к самому главному ал​горитму многофазной сортировки слиянием. Его основная струк​тура подобна главной части программы N-путевого слияния: внешний цикл сливает серии, пока не будут исчерпаны входы, внутренний сливает одиночные серии из каждого источника, а са​мый внутренний цикл выбирает начальный ключ и пересылает включаемый элемент в целевой файл, Принципиальные отличия же в следующем: 

1. В каждом проходе только одна выходная последовательность, а не N/2.

2. Вместо переключения на каждом проходе N/2 входных и N/2 выходных последовательностей на выход подключаете освободившаяся последовательность. Это делается с помощью карты индексов последовательностей.

3. Число входных последовательностей меняется от серии к серии. В начале каждой серии оно определяется по счетчикам пустых серий di : если di > 0 для вcех i, то делаем вид, что сливаем N -1 пустых серий и создаём пустую серию на выходе, т. е. просто увеличиваем dN для выходной последовательности В противном, случае сливается по одной серии из источников, где di = 0, a di, для других уменьшается на единицу; это означает, что из них взято по пустой серии. Число входных последовательностей, участвующих в слиянии, обозначается через k.

4. Определять окончание фазы по концу (N-1)-й последовательности уже нельзя, поскольку из этого источника может требоваться слияние пустых серий. Вместо этого теоретически необходимое число серий определяется по коэффициентам аi. Сами коэффициенты аi вычисляются на этапе paспределения, теперь они могут вновь перевычисляться.

Теперь в соответствии с этими правилами можно написать главную часть многофазной сортировки. Считается, что все N - 1 последовательности с исходными сериями находятся в состоянии чтения, а компоненты карты лент ti = i.

Фактически операция слияния почти идентична той же опера​ции в сортировке с помощью N-путевого слияния, разница толь​ко в том, что здесь алгоритм исключения последовательности не​сколько проще. Поворот карт индексов последовательностей и со​ответствующих счетчиков di (так же, как и перевычисление коэффициентов аi при переходе на низший уровень) очевиден, с этими действиями можно детально ознакомиться в листинге, который и представляет собой пол​ный алгоритм многофазной сортировки (Polyphase).

Select() 
//начальное распределение последовательностей

int i, z; 

      if d[j] < d[j+1] j = j+1;      //первый уровень 

      else  
            if d[j] ==0  

//все остальные уровни чисел Фибоначчи

                 level = level+1; 

                 z = a[i];

                  for i   =  1 tо N  //вычисление чисел Фибоначчи

                        d[i]  = z + a[i+1] – a[i];

                        a[i] = z+ a[i+1];

                  end for; 

            end if;

            j  = 1; 

      end if;

      d[j] = d[j] -1;

end;

copyrun(f0, f[j])
 // из f0 в f[j] 

      do copy(f0, f[j]) ;
//копирование 1-й серии

      while !f0.eor ;

end;

PolyphaseSort()

const N = 6;

int i, j, mx, tn;

int k,  dn,  z,   level; 

type x, min;

int a[N], d[N];

int t[N], ta[N];

Sequence f0;

Sequence f[N];

сhar *fn[N];
//имена файлов
OpenRandomSeq(f0,100,561);   //запись в файл случайных чисел

ListSeq(f0); 


//вывод на экран последовательности

for i  = 1 to N 

      OpenSeq(f[i], fn[i]); 
//открытие файлов
end for; 

for i  = 1 to N-1 
// распределение начальных серий по одной

      a[i]  = 1;  d[i] = 1;  

      StartWrite(f[i]) ;

end for;

level  = 1; j = 1;  

a[N] = 0; d[N]=0;
//выходной файл
StartRead(f0);

do 

       Select();  


//распределеляет числа Фибоначчи по уровням

       Copyrun(f0, f[j]);  
//запись серии в f[j]

while !f0.eof && (j != N-1); //для учета, что серий меньше чем файлов

j=1; 

while !f0.eof 

//разливаем в файлы остальные серии из f0

      Select();  

// в f[j].first = последний записанный в f[j] элемент 

      if f[j].first <= f0.first 

           Copyrun(f0, f[j]);

           if f0.eof   

//если последовательность закончилась

                 d[j]  = d[j]+ 1 ; 
//добавляем пустую

           else Copyrun(f0, f[j]); 

           end if;

       else Copyrun(f0, f[j]); 

       end if;

end while;

for i  = 1 to N-1 

       t[i]  = i;


//запись таблицы адресов

       StartRead(f[i], i) ; 
//чтение первого элемента

end for; 

t[N]  = N; 


//выходной файл

do 

//сортировка слиянием из t[1]  ...   t[N-1] в t[N] 

       z  = a[N-1];  d[N]  = 0;  //в z число сливаемых из всех файлов серий

      StartWrite(f[t[N]], t[N]); 

       do 

             k = 0;   //слияние одной серии 

             for i  = 1 to N-1 

                   if d[i] > 0 

                 
d[i] = d[i] –1;

//сливаем пустую серию 

                   else 

                        ta[k]  = t[i];  k  = k+1;  //адрес файлов, где есть серии

                   end if;

                   if k== 0 

                       d[N] = d[N] +1; 
// 1 пустая серия в выходной файл

                   else  

//слияние одной реальной серии из tа[1]... tа[k] в t[N]

                        do 

                            i = 1; mx = 1; min = f[ta[1]].first; 

                            while i < k 
//поиск минимума
                                  i = i+1; x = f[ta[i].first; 

                                  if x < min 

                                       min = x; mx = i ;

                                  end if;

                            end while;

                            copy (f[ta[mx],f[t[N]]); 

                            if f[ta[mx]].eor       // конец серии, сброс этого источника 

                                   for tx=mx to k

                                         ta[tx] = ta[tx+1]; 

                                   end for;

  

            k = k-1 ;

                             end  if;

                         while  k! = 0; 

                    end if;

                    z = z-1 ;  //кол-во записанных серий

       while z != 0; 

       StartRead(f[t[N]], t[N]); 
//t[N] становится входным файлом 

       tn = t[N]; dn = d[N]; z = a[N-1]; 

       for i = N to 1 by -1 
//вычитание из чисел Фибоначчи числа слитых серий

           t[i] = t[i-1]; d[i] = d[i-1]; a[i] = a[i-1]-z; 

       end for;  

       t[1] = tn; d[1] = dn; a[1] = z;
//t[1] – выходной файл
       StartWrite(f[t[1]], t[N]); 

//открытие на запись

       level = level-1; //уменьшаем номер уровня

while level != 0;  

ListSeq(f[t[1]]);  //печать сортированной последовательности

for i = 1 to N  

      CloseSeq(f[i]); //закрытие файлов
end for ;

CloseSeq(f0);

end.

Индивидуальные задания
Задание 1
1) Выпишите состояние списка [6,2,4,7,1,3,8,5] после каждого про​хода алгоритма InsertSort.
2) Доказано, что наихудший случай отвечает убы​вающему списку. Так, список [10,9, 8, 7,6, 5,4, 3, 2,1] дает макси​мально возможное число сравнений на десяти элементах. Определить сколько? Что можно сказать о входном списке с наихудшим пове​дением в случае произвольной длины?
3) При внимательном изучении алгоритма InsertSort видно, что вставка нового элемента основана на алгоритме последовательно​го поиска. Известно, что двоичный поиск гораздо эффективнее. Модифицируйте сортировку вставками, применив дво​ичный поиск места вставки нового элемента. Обратите внимание на то, что при уникальных значениях ключей стандартный двоич​ный поиск всегда заканчивается неудачей. Замените стандартный поиск функцией, возвращающей значение искомой позиции.
4) Проведите анализ наихудшего случая в новом алгоритме сор​тировки вставками.
5) Проведите анализ среднего случая в новом алгоритме сорти​ровки вставками.
Задание 2

1) Выпишите результаты всех проходов алгоритма BubbleSort на списке [6,2,4,7,1,3,8,5].
2) Еще в одном варианте пузырьковой сортировки запоминается ин​формация о том, где произошел последний обмен элементов, и при следующем проходе алгоритм не заходит за это место. Если по​следними поменялись i-ый и i + 1-ый элементы, то при следующем проходе алгоритм не сравнивает элементы за i-м.
3) Напишите этот вариант пузырьковой сортировки.
4) Напишите краткое доказательство того, почему этот вари​ант пузырьковой сортировки действительно работает.
5) Меняет ли этот вариант пузырьковой сортировки анализ наи​худшего случая?
6) Анализ среднего случая новой пузырьковой сортировки отли​чается от исходного. Объясните подробно, что следует учи​тывать при анализе среднего случая в новом варианте.

Задание 3
1) Выпишите результаты всех проходов алгоритма BubbleSort на списке [6,2,4,7,1,3,8,5].
2) Еще в одном варианте пузырьковой сортировки нечетные и чет​ные проходы выполняются в противоположных направлениях: не​четные проходы в том же направлении, что и в исходном варианте, а четные — от конца массива к его началу. При нечетных прохо​дах большие элементы сдвигаются к концу массива, а при четных проходах — меньшие элементы двигаются к его началу (шейкерная сортировка).
3) Напишите этот вариант пузырьковой сортировки.
4) Напишите краткое доказательство того, почему этот вари​ант пузырьковой сортировки действительно работает.
5) Меняет ли этот вариант пузырьковой сортировки анализ наи​худшего случая? Обоснуйте свой ответ.
6) Анализ среднего случая новой пузырьковой сортировки отли​чается от исходного. Объясните подробно, что следует учи​тывать при анализе среднего случая в новом варианте.
Задание 4
1) Выпишите результаты всех проходов алгоритма BubbleSort на списке [6,2,4,7,1,3,8,5].
2) В третьем варианте пузырьковой сортировки идеи предыдущих вариантов  (задание 2, 3) совмещены. Этот алгоритм двигает​ся по массиву поочередно вперед и назад и дополнительно выстра​ивает начало и конец списка в зависимости от места последнего изменения.
3)  Напишите этот третий вариант пузырьковой сортировки.
4) Напишите краткое доказательство того, почему этот вари​ант пузырьковой сортировки действительно работает.
5) Меняет ли этот вариант пузырьковой сортировки анализ наи​худшего случая? Обоснуйте свой ответ.
6) Анализ среднего случая третьего варианта пузырьковой сор​тировки отличается от исходного. Объясните подробно, что следует учитывать при анализе среднего случая в новом ва​рианте.
7) Докажите, что в результате первого прохода цикла в ал​горитме BubbleSort наибольший элемент действительно оказыва​ется на своем месте.
Задание 5
1) Выпишите результаты всех проходов алгоритма ShellSort с ша​гами 7, 5, 3 и 1 на списке [6,2,4,7,1,3,8,5]. Сколько сравнений было выполнено?
2) Выпишите результаты всех проходов алгоритма ShellSort с ша​гами 8, 4, 2 и 1 на списке [15,4,10,8,6,9,16,1, 7, 3, 11, 14,2, 5, 12,13]. Сколько сравнений было выполнено?
3) Мы смотрим на сортировку как на удаление инвер​сий. Какое максимальное число инверсий в списке из N элементов можно удалить, переставив два несоседних элемента списка? При​ведите пример такой перестановки в списке длины 10.
Задание 6
1) С помощью алгоритма RadixSort отсортируйте список [1113, 2231, 3232, 1211, 3133, 2123, 2321, 1312, 3223, 2332, 1121, 3312]. Выпишите стопки при каждом проходе и состояние списка после каждой сборки списка.
2) В корневой сортировке ключ можно также рассматривать как по​следовательность битов. Так, можно смотреть на целочисленный 4-байтовый ключ как на последовательность из 32 битов, а на 15-символьный ключ (состоящий из 15 байтов) как на последователь​ность из 120 битов. Затем эти последовательности битов разбива​ются на части; разбиение задает число проходов и число стопок. Так, например, 120-битовый ключ можно разбить на 12 частей по 10 битов в каждой или на 10 частей по 12 битов в каждой, или на 5 частей по 24 бита в каждой.
3) Предположим, что ключ представляет собой число в интерва​ле от 0 до 264; выберите два возможных (поменьше и поболь​ше) значения числа битов, которые используются на каждом проходе, и укажите соответствующее число стопок и число проходов.
4) Можете ли Вы на основе своих ответов на вопросы 2) и 3) дать общие рекомендации о том, как выбирать разбиения ключа и число проходов?

Задание 7
1) Каков будет порядок элементов списка [15,4,10,8,6,9,16,1, 7, 3, 11, 14,2, 5, 12,13] после применения к нему этапа построения пирамиды?
2) Каков будет порядок элементов списка [3, 9, 14, 12, 2 17, 15, 8, 6, 18, 20, 1] после применения к нему этапа построения пирамиды?
3) Второй цикл for в пирамидальной сортировке можно было бы со​кратить, добавив условие окончания i > 3. Следует ли что-либо добавить после этого цикла, и если да, то что, для того, что​бы окончательный список по-прежнему был отсортированным? Приводят ли подобные изменения к уменьшению числа сравнений (дайте подробное объяснение)?
4) Докажите, что список, заполненный элементами в порядке убыва​ния, действительно представляет собой пирамиду.
Задание 8
1) Выпишите состояние списка [6,2,4,7,1,3,8,5] после каждого про​хода алгоритма MergeSort.
2) При обсуждении алгоритма MergeLists упоминалось, что наилуч​ший случай имеет место, если все элементы списка А меньше всех элементов списка В. Однако это ничего не говорит о произво​дительности всего алгоритма на произвольном наборе входных данных. Сколько сравнений сделает алгоритм MergeSort на спис​ке [1, 2,3,4,5, 6, 7,8]?  Вообще, сколько сравнений будет выполнено на списке, элементы которого уже идут в возрастающем порядке? Изучите действие алгоритма подробно.
3) Сколько в точности сравнений сделает алгоритм MergeSort на списке [8,7,6,5,4,3,2,1]? Вообще, сколько сравнений будет вы​полнено на списке, элементы которого уже идут в убывающем по​рядке? Изучите действие алгоритма подробно.
4) Найдите порядок чисел от 1 до 8, при котором алгоритм MergeSort делает максимально возможное число сравнений, т.е. 17. (Указа​ние: Пройдите процесс сортировки в обратном направлении.)
Задание 9
1) Протрассируйте алгоритм Quicksort на списке [15, 4, 10, 8, 6, 9, 16, 1, 7, 3, 11, 14, 2, 5, 12, 13]. Выпишите состояние списка и стека значений (first,last,pivot) перед каждым вызовом. Подсчитайте число выполненных сравнений и обменов элементов местами.
2) Мы показали, что на отсортированном списке алгоритм Quicksort работает плохо, поскольку осевой элемент всегда оказывается меньше всех остальных элементов списка. Попытка просто выбрать дру​гую позицию в списке приводит к тому же результату, поскольку при «несчастливом выборе» мы можем всякий раз получать наи​меньшее из оставшихся значений. Лучше было бы рассмотреть значения list[first], list[last], list[(first+last)/2] и вы​брать среднее из них. Тогда сравнения, необходимые для выбора среднего значения, следует учесть при анализе алгоритма.
3) Решите задание для модифицированного способа вы​бора оси.
4) Сколько сравнений будет сделано при сортировке списка из N ключей в наихудшем случае? (Замечание: Теперь значение PivotValue уже наверняка не будет наименьшим, однако ре​зультат по-прежнему может быть очень плохим.)
Задание 10
1) Протрассируйте алгоритм Quicksort на списке [6,2,4,7,1,3,8,5]. Выпишите состояние списка и стека значений (first,last,pivot) перед каждым вызовом. Подсчитайте число выполненных сравнений и обменов элементов местами.
2) Еще одна модификация алгоритма PivotList предусматривает наличие двух указателей в списке. Первый идет снизу, второй — сверху. В основном цикле алгоритма нижний указатель увели​чивается до тех пор, пока не будет обнаружен элемент, больший PivotValue, а верхний уменьшается пока не будет обнаружен эле​мент, меньший PivotValue. Затем найденные элементы меняются местами. Этот процесс повторяется пока два указателя не пе​рекроются. Эти внутренние циклы работают очень быстро, по​скольку исключаются накладные расходы на проверку конца спис​ка; проблема, однако, состоит в том, что при перекрещивании они делают лишний обмен. Поэтому алгоритм следует подкорректировать, добавив в него еще один обмен.
3) Решите задание для модифицированного алгоритма PivotList.
4) Какая операция выполняется в модифицированном алгоритме существенно реже, чем в исходном?
5) Сколько сравнений делает новый алгоритм PivotList в наи​худшем случае на списке из N элементов? (Замечание: Это число не равно N — 1.) Какое влияние оказывает это значение на общую эффективность быстрой сортировки в наихудшем случае?
6) Сколько сравнений выполнит алгоритм Quicksort на списке, со​стоящем из N одинаковых значений?
Задание 11

1) Выпишите результаты всех проходов алгоритма ShellSort с ша​гами, выполненными по алгоритму
[image: image22.wmf]3

72

,

1

N

и 1,  на списке [6,2,4,7,1,3]. Сколько сравнений было выполнено?
2) Выпишите результаты всех проходов алгоритма ShellSort с ша​гами, выполненными по алгоритму hj = (Зj - 1)/2, на списке [15,4,10,8,6,9,16,1, 7, 3, 11, 14,2, 5, 12,13] и[6,2,4,7,1,3,8,5].  Сколько сравнений было выполнено?
3) Определите зависимость сложности от N. Проверьте работу алгоритмов на отсортированном списке. Как влияет порядок следования данных на сложность алгоритма?
Задание 12

1) Выпишите результаты всех проходов алгоритма ShellSort с ша​гами, выполненными по алгоритму 2i3j на списке [6,2,4,7,1,3,8,5]. Сколько сравнений было выполнено?
2) Выпишите результаты всех проходов алгоритма ShellSort с ша​гами, выполненными по алгоритму 2i3j на списке [15,4,10,8,6,9,16,1, 7, 3, 11, 14,2, 5, 12,13]. Сколько сравнений было выполнено?
3) Определите зависимость сложности от N. Проверьте работу алгоритмов на отсортированном списке. Как влияет порядок следования данных на сложность алгоритма?
Задание 13
1) Сгенерировать случайные данные не менее 1000 и записать в файл (количество данных задайте в виде константы).

2) Отсортировать полученный файл методом прямого слияния. Сколько сравнений выполнит алгоритм? Определите зависимость сложности от N.
Задание 14

1) Сгенерировать случайные данные не менее 1000 и записать в файл (количество данных задайте в виде константы).

2) Отсортировать полученный файл методом прямого слияния на 4-x лентах. Сколько сравнений выполнит алгоритм? Определите зависимость сложности от N.
Задание 15
1) Сгенерировать случайные данные не менее 1000 и записать в файл (количество данных задайте в виде константы).

2) Отсортировать полученный файл методом естественного слияния. Сколько сравнений выполнит алгоритм? Определите зависимость сложности от N.
Задание 16
1) Сгенерировать случайные данные не менее 1000 и записать в файл (количество данных задайте в виде константы).

2) Отсортировать полученный файл методом сбалансированного многопутьевого слияния. Сколько сравнений выполнит алгоритм? Определите зависимость сложности от N.
Задание 17
1) Сгенерировать случайные данные не менее 1000 и записать в файл (количество данных задайте в виде константы).

2) Отсортировать полученный файл методом многофазной сортировки. Сколько сравнений выполнит алгоритм? Определите зависимость сложности от N.
Вопросы к защите лабораторной работы
1. Алгоритм пузырьковой сортировки массива и его модификации. Сложность алгоритма.

2. Алгоритм сортировки массива вставками. Сложность алгоритма.
3. Алгоритм корневой сортировки массива. Сложность алгоритма.
4. Алгоритм сортировки Шелла. Влияние шага на эффективность. Сложность алгоритма.
5. Алгоритм быстрой сортировки массива и его модификации. Сложность алгоритма.
6. Алгоритм сортировки массива слиянием. Сложность алгоритма.
7. Алгоритм пирамидальной сортировки массива. Сложность алгоритма.
8. Алгоритм сортировки последовательностей прямым слиянием.
9. Алгоритм сортировки последовательностей естественным слиянием.

10. Алгоритм сортировки последовательностей сбалансированным многопутьевым слиянием.

11. Алгоритм многофазной сортировки последовательностей.

Лабораторная работа 4

Тема: Алгоритмы на графах

Цель работы: Изучение алгоритмов решения задач на графах.

Теория графов является важной частью вычислительной математики. С помощью этой теории решаются большое количество задач из различных областей. Граф состоит из множества вершин и множества ребер, которые соединяют между собой вершины. Вершинами могут быть  населенными пункты, а ребрами дороги, соединяющие их, или вершинами являться подпрограммы, соединенные вершин ребрами означает взаимодействие подпрограмм. Часто имеет значение  направления дуги в графе. Если ребро имеет направление, оно называется дугой, а граф с ориентированными ребрами называется орграфом.

Итак, граф G есть упорядоченная пара (V, E), где V - непустое множество вершин, E - множество пар элементов множества V, пара элементов из V называется ребром. Упорядоченная пара элементов из V называется дугой. Если все пары в Е - упорядочены, то граф называется ориентированным.

Полный граф – это граф, в котором каждая вершина соединена со всеми остальными вершинами. Число ребер в нем без петель с N вершинами равно ( N2 –N )/2.  Переход разрешается в любом направлении. В орграфе только в одном направлении, поэтому в полном орграфе ребер в 2 раза больше ( N2 –N ). 

Путь в графе или орграфе – это последовательность ребер, по которым можно поочередно проходить по вершинам vivi=1, vi=1vi=2, … , vj-1vj. Требуется, чтобы каждая вершина  встречалась на таком пути не более 1 раза. Длина пути равна количеству ребер в нем.

Во взвешенном графе или орграфе каждому ребру приписано число, называемое весом ребра. Будем считать вес ребра ценой прохода по нему. Стоимость пути по взвешенному графу равна сумме весов всех ребер пути. 

Кратчайший путь во взвешенном графе – это путь с минимальным весом.

Граф называется связным, если всякую пару узлов можно соединить по крайней мере одним путем. 

Цикл – это путь, который начинается и кончается в одной вершине. В ациклическом графе или орграфе циклы отсутствуют.

Представление графа

Граф можно представить в виде списочной структуры, состоящей из списков двух типов – списка вершин и списков ребер. Элемент списка вершин содержит поле данных и два указателя. Один указатель связывает данный элемент с элементом другой вершины. Другой указатель связывает элемент списка вершин со списком ребер, связанных с данной вершиной. Элемент списка дуг состоит только из двух указателей. Первый указатель используется для того, чтобы показать в какую вершину дуга входит, а второй – для связи элементов в списке дуг вершины.
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Рисунок 1 - Представление графа в виде списочной структуры

Для ориентированного графа используют список дуг, исходящих из вершины. 
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Рисунок 2 - Представление ориентированного графа в виде списка примыканий
Список смежностей – списочная структура для не ориетированного графа. Список примыканий – списочная структура для ориентированного графа.
Очень распространенным является матричный способ представления графов. Для представления ненаправленных графов обычно используют матрицы смежности, а для ориентированных графов – матрицы инцидентности. Обе матрицы имеют размерность n*n, где n-число вершин в графе. Вершины графа последовательно нумеруются.

Матрица смежности имеет значение ноль в позиции m (i,j), если не существует  ребра, связывающего вершину i с вершиной  j, или имеет единичное значение в позиции m (i,j), если такое ребро существует.
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Рисунок 3 - Матричное представление графа

Алгоритмы обхода в глубину и по уровням

При работе с графами часто приходится выполнять некоторое дей​ствие по одному разу с каждой из вершин графа. Например, некоторую порцию информации следует передать каждому из компьютеров в сети. При этом мы не хотим посещать какой-либо компьютер дважды. Ана​логичная ситуация возникает, если мы хотим собрать информацию, а не распространить ее.

Обход в глубину
При обходе в глубину посещаем первый узел, а затем идем вдоль ребер графа, пока не упремся в тупик. Узел неориентированного гра​фа является тупиком, если мы уже посетили все примыкающие к нему узлы. В ориентированном графе тупиком также оказывается узел, из которого нет выходящих ребер.

После попадания в, тупик возвращаемся назад вдоль пройденного пути, пока не обнаружим вершину, у которой есть еще не посещенный сосед, а затем двигаемся в этом новом направлении. Процесс оказы​вается завершенным, когда мы вернулись в отправную точку, а все примыкающие к ней вершины уже оказались посещенными.

Иллюстрируя этот и другие алгоритмы обхода, при выборе одной из двух вершин всегда будем выбирать вершину с меньшей (в числовом или лексикографическом порядке) меткой. При реализации алгоритма выбор будет определяться способом хранения ребер графа.

Рассмотрим граф с рис. 4. Начав обход в глубину в вершине 1, затем посетим последовательно вершины 2, 3, 4, 7, 5 и 6 и упремся в тупик. Затем возвращаемся в вершину 7 и обнаруживаем, что вершина 8 осталась непосещенной. Однако перейдя в эту вершину, немедленно вновь оказываемся в тупике. Вернувшись в вершину 4, обнаруживаем, что непосещенной осталась вершина 9; ее посещение вновь заводит в тупик. Снова возвращаемся назад в исходную вершину, и поскольку все соседние с ней вершины оказались посещен​ными, обход закончен.
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Рисунок 4 - Пример графа

Вот как выглядит рекурсивный алгоритм обхода в глубину:

DepthFirstTraversal(G,v)

G      граф

v  текущий узел

Visit(v);

Mark(v);

for каждого ребра vw графа G do

       if вершина w непомечена 

           DepthFirstTraversal(G,w);

       end if; 

end for;

end.

Этот рекурсивный алгоритм использует системный стек для от​слеживания текущей вершины графа, что позволяет правильно осуще​ствить возвращение, наткнувшись на тупик. 

Обход по уровням
При обходе графа по уровням, после посещения первого узла, по​сещаем все соседние с ним вершины. При втором проходе посещаются все вершины «на расстоянии двух ребер» от начальной. При каждом но​вом проходе обходятся вершины, расстояние от которых до начальной на единицу больше предыдущего. В графе могут быть циклы, поэтому не исключено, что одну и ту же вершину можно соединить с начальной двумя различными путями. Мы обойдем эту вершину впервые, дойдя до нее по самому короткому пути, и посещать ее второй раз нет необ​ходимости. Поэтому, чтобы предупредить повторное посещение, нам придется либо вести список посещенных вершин, либо завести в каждой вершине флажок, указывающий, посещали ее уже или нет.

Вернемся к графу с рис. 4. Начав обход с вершины 1, на первом проходе посетим вершины 2 и 8. На втором проходе на нашем пути окажутся вершины 3 и 7. (Вершины 2 и 8 также соединены с исходной вершиной путями длины два, однако мы не вернемся в них, посколь​ку уже побывали там при первом проходе.) При третьем проходе обойдем вершины 4 и 5, а при последнем — вершины 6 и 9.

В основе обхода в глубину лежала стековая структура данных, а при обходе по уровням воспользуемся очередью. Вот как выглядит алгоритм обхода по уровням:

BreadthFirstTraversal(G,v) 

G  граф 

v  текущий узел 

Visit(v); 

Mark(v); 

Enqueue(v);

while очередь непуста  

       Dequeue(x);

       for каждого ребра xw в графе G  

              if вершина w непомечена 

                  Visit(w); 

                  Mark(w); 

                  Enqueue(w); 

              end if; 

        end for; 

end while;

end.

Этот алгоритм заносит в очередь корень дерева обхода по уровням, но затем немедленно удаляет его из очереди. При просмотре соседних с корнем вершин он заносит их в очередь. После посещения всех сосед​них с корнем вершин происходит возвращение к очереди и обращение к первой вершине оттуда. Обратите внимание на то, что поскольку узлы добавляются к концу очереди, ни одна из вершин, находящихся на расстоянии двух ребер от корня, не будет рассмотрена повторно, пока не будут обработаны и удалены из очереди все вершины на расстоянии одного ребра от корня.

Алгоритм поиска минимального остовного дерева

Минимальным остовным деревом (МОД) связного взвешенного гра​фа называется его связный подграф, состоящий из всех вершин исход​ного дерева и некоторых его ребер, причем сумма весов ребер мини​мально возможная. Если исходный граф несвязен, то описываемую ни​же процедуру можно применять поочередно к каждой его компоненте связности, получая тем самым минимальные остовные деревья для этих компонент.

Алгоритм Дейкстры-Прима
Воспользуемся для поиска МОД так называемым «жадным» алго​ритмом. Жадные алгоритмы действуют, используя в каждый момент лишь часть исходных данных и принимая лучшее решение на основе этой части. В нашем случае мы будем на каждом шаге рассматривать множество ребер, допускающих присоединение к уже построенной ча​сти остовного дерева, и выбирать из них ребро с наименьшим весом. Повторяя эту процедуру, получим остовное дерево с наименьшим весом.

Начнем с произвольной вершины графа и включим ее в остовное дерево. Поскольку результатом по​строения будет некорневое дерево, выбор исходной вершины не влияет на окончательный результат (конечно, если МОД единственно). Все вершины, соединенные с данной, заносим в кайму. Затем выполняется цикл поиска ребра с наименьшим весом, соединяющего уже построен​ную часть остовного дерева с каймой; это ребро вместе с новой верши​ной добавляется в дерево и происходит обновление каймы. После того, как в дерево попадут все вершины, работа будет закончена. Вот как выглядит алгоритм:

выбрать начальный узел

сформировать начальную кайму, состоящую из вершин, соседних с начальным узлом

while в графе есть вершины, не попавшие в дерево  

выбрать ребро из дерева в кайму с наименьшим весом 

добавить конец ребра к дереву 

изменить кайму, для чего

добавить в кайму вершины, соседние с новой 

обновить список ребер из дерева в кайму так, чтобы он состоял из ребер наименьшего веса 

end while;

end.

Алгоритм Крускала
Алгоритм Дейкстры-Прима начинает построение МОД с конкрет​ной вершины графа и постепенно расширяет построенную часть дерева; в отличие от него алгоритм Крускала делает упор на ребрах графа.

Алгоритм начинаем с пустого дерева и добавляем к не​му ребра в порядке возрастания их весов пока не получим набор ребер, объединяющий все вершины графа. Если ребра закончатся до того, как все вершины будут соединены между собой, то это означает, что исход​ный граф был несвязным, и полученный нами результат представляет собой объединение МОД всех его компонент связности.

Вот общий алгоритм, реализующий эту процедуру (число ребер в графе обозначено через Е, а число вершин — через N):

отсортировать ребра в порядке возрастания весов 

инициализировать структуру разбиений 

edgeCount=l;

while edgeCount<=E and includedCount<=N-l  

        parentl=FindRoot(edge[edgeCount].start); //поиск корня вершины начала ребра
        parent2=FindRoot(edge[edgeCount].end);  //поиск корня вершины конца ребра
        if parentl!=parent2 

              добавить edge[edgeCount]  в остовное дерево 

              includedCount=includedCount+l; 

             Union(parent1, parent2); 

        end if;

        edgeCount=edgeCount+l ;

end while;

end.

Главный цикл будет выполняться до тех пор, пока значение перемен​ной edgeCount не совпадет с числом ребер в графе или пока значение переменной includedCount не покажет нам, что мы добавили достаточ​но ребер, чтобы образовать остовное дерево. Заметьте, что остовное дерево в графе с N вершинами должно иметь N — 1 ребро.

Внутри цикла мы в первую очередь находим родителей вершин, соеди​няемых очередным добавляемым ребром. Если эти вершины принадле​жат разбиениям с различными корнями, то добавление ребра между ними не приведет к появлению цикла, а два разбиения сольются в од​но с общим корнем. 

Разбиения множеств
Многие алгоритмы используют представление множеств в виде на​бора непересекающихся подмножеств, которые можно по-разному ком​бинировать. Для этой цели можно воспользоваться средствами работы с множествами, имеющимися в современных языках программирова​ния, однако их реализации не гарантируют, что различные подмноже​ства действительно будут непересекающимися. Кроме того, средства обработки множеств имеются не во всех языках программирования. В этом параграфе мы рассмотрим способ реализации разбиений множеств на массивах. Подобные алгоритмы могут принести пользу, как мы ви​дели, при реализации алгоритма Крускала построения минимального остовного поддерева.

Начнем с массива Parent, в котором под каждый элемент множе​ства, с которым мы собираемся работать, отведена одна ячейка. Вначале мы полагаем значения всех элементов равными — 1. Знак — означает здесь, что каждый элемент является корнем разбиения, а абсолютное значение 1 — что соответствующая часть разбиения состоит из одно​го элемента. При работе алгоритма значения ячеек будут меняться, и, скажем, значение —7 указывает на то, что соответствующий элемент является корнем части, состоящей из семи элементов. При добавлении элемента к части значение соответствующей ему ячейки добавляется к значению корня. Если, к примеру, пятый элемент добавляется к части, корень которой — восьмой элемент массива Parent, то в пятую ячейку записывается значение 8, а отрицательное содержимое восьмой ячейки будет увеличено по абсолютной величине, чтобы указать на появление дополнительного элемента. При объединении двух частей разбиения происходит изменение только корневых ячеек этих частей, поэтому ка​ждый элемент массива ссылается на своего непосредственного предка.

Union(i,j)

i,j  объединяемые части разбиения

totalElements=Parent[i]+Parent[j];

if Parent[i]>=Parent [j] 

        Parent[i]=j;  
//добавляем к меньшую часть i к j 

        Parent[j]=totalElements ;

else

        Parent [j]=i; 
//добавляем к меньшую часть j к i
        Parent[i] =totalElements ;

end if;

Функция Union выполняет объединение двух частей в одну. Сначала она подсчитывает общее число элементов в объединенной части. Затем она подсоединяет меньшую часть к большей. Напомним, что размеры частей указываются отрицательными числами, поэтому вариант then добавляет меньшую i-ую часть к большей j-oй части, а вариант else добавляет меньшую j-ую часть к большей i-ой части.

FindRoot(s)

s  элемент, для которого мы хотим найти корень части, 

его содержащей
result=s;

while Parent[result]>0 

       result=Parent[result] ;

end while ;

return result;

Процедура FindRoot начинает с ячейки Parent [s], в которой хра​нится номер непосредственного предка элемента s. Если это значение отрицательно, то s сам является корнем разбиения, и он и возвращается в качестве результата. Если же s не является корнем, то мы заносим в переменную result значение непосредственного предка элемента s и проверяем, не является ли оно корнем. Эта последовательность дей​ствий повторяется, пока мы не обнаружим корень. 

Алгоритм поиска кратчайшего пути
Результатом алгоритма поиска кратчайшего пути является после​довательность ребер, соединяющая заданные две вершины и имеющая наименьшую длину среди всех таких последовательностей.

Алгоритм Дейкстры
Жадный алгоритм построения минимального остовного дерева не​пригоден для поиска кратчайшего пути между двумя вершинами, по​скольку на каждом проходе он учитывает длину лишь одного ребра. Если же изменить его так, чтобы при выборе ребра, ведущего в кай​му, он выбирал ребро, являющееся частью кратчайшего в целом пути из начальной вершины, то получим требуемый результат. Точнее говоря, вот измененный алгоритм:

выбрать начальную вершину

создать начальную кайму из вершин, соединенных с начальной

while вершина назначения не достигнута 

          выбрать вершину каймы с кратчайшим расстоянием до начальной 

          добавить эту вершину и ведущее в нее ребро к дереву 

          изменить кайму путем добавления к ней вершин, 

          соединенных с вновь добавленной 

          for всякой вершины каймы 

               приписать к ней ребро, соединяющее ее с деревом и

               завершающее кратчайший путь к начальной вершине 

          end for 

end while

end.

Алгоритм определения компонент двусвязности
Компонентой двусвязности графа называется такое максимальное подмножество из трех или более его вершин, в котором любые две вер​шины соединены по крайней мере двумя путями, не имеющими общих ребер. Кроме того компонента двусвязности может представлять собой просто две вершины, соединенные одним ребром. Компонента двусвяз​ности — устойчивая часть графа: если в ней удалить вершину и все примыкающие к ней ребра, то любые две из оставшихся вершин по-прежнему оказываются соединенными между собой. На рис. 5. приве​ден пример графа с тремя компонентами двусвязности. Вершины пер​вой компоненты имеют метки А, В, С, D; вершины второй — метки D, Е, F, G; третья компонента содержит вершины Н и I.

Анализ компонент двусвязности компьютерной сети показывает, на​сколько она устойчива при разрушениях отдельных узлов. Таким обра​зом, если граф, образованный компьютерами сети, двусвязен, то сеть сохранит способность функционировать даже при выходе из строя од​ного из компьютеров. 

Точками сочленения в связном графе служат такие вершины, уда​ление которых превращает граф в несвязный. Точки сочленения — это такие вершины, которые принадлежат сразу двум компонентам дву​связности. На рис. 5 это вершины D и Н. Определение точек сочлене​ния и компонент двусвязности тесно связаны между собой.
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Рисунок 5 - Связный граф с тремя компонентами двусвязности

Рассмотрим пути в графе с рис. 5., начинающиеся в вершине F. Видно, что вне зависимости от порядка прохождения узлов всякий путь из F в любую из вершин А, В или С должен проходить через вер​шину D. Это означает, что вершина D является точкой сочленения, а подграф, включающий вершины А, В, С и D — компонентой дву​связности.

Будем строить алгоритм на обходе графа в глубину. При реализации алгоритма будем подсчитывать число посещенных узлов графа. Каждому узлу сопоставим индекс — номер, указывающий момент посещения узла. Другими словами, первый посещенный узел будет иметь номер 1, второй — номер 2 и т.д. После попадания в тупик просмотрим все соседние с ним вершины (за исключением той, из которой только что пришли) и будем считать наименьший из номеров этих вершин индексом возврата из тупика. Если тупик соединен всего с одной вершиной (той самой, из которой только что пришли), то индексом возврата будем считать номер тупика. При возвращении в узел, который не является корнем дерева обхода, сравним его номер с возвращенным индексом возврата. Если индекс возврата не меньше номера текущего узла, то только что пройденное поддерево (за вычетом всех.ранее найденных компонент двусвязности) является компонентой двусвязности. Всякая внутренняя вершина дерева обхода в глубину возвращает наименьшее значение среди всех индексов примыкающих вершин и всех возвращаемых ей индексов возврата.

Начав с вершины F, присвоим ей номер 1. Затем перейдем к вершинам D (номер 2), В (номер 3), А (номер 4) и С (номер 5). Верши​на С является тупиком, и из нее идут ребра назад в вершины А, В и D. Номер вершины D является наименьшим, поэтому индекс возврата 2 бу​дет возвращен в вершину А. Поскольку индекс возврата меньше номера вершины А, эта вершина не является точкой сочленения. Пока индекс 2 является наименьшим, и он будет возвращен также в вершину В. Про​цесс возвращения продолжается, пока мы не вернемся в вершину D и не обнаружим, что номер этой вершины совпадает с индексом возврата, а значит вершины А, В, С и D образуют компоненту двусвязности. За​тем возвращаемся в корневую вершину F дерева обхода и переходим из нее в вершину Е (с номером 6), за которой последуют вершины G (номер 7) и Н (номер 8). Затем переходим к вершине I (номер 9), и, поскольку она тупиковая и к ней не примыкает никаких вершин, отлич​ных от Н, ее номер возвращается в качестве индекса возврата. Когда вершина Н получает от вершины I индекс возврата 9, обнаружи​ваем еще одну компоненту двусвязности, содержащую вершины Н и I. Теперь в вершине Н сравниваются три значения: индекс 1 (задаваемый ребром возврата к вершине F), индекс 9 (возвращенный из вершины I) и индекс 8 (номер самой вершины Н). Наименьший из этих индексов возвращается сначала в G, а затем в Е. Затем вершина Е возвращает полученное значение индекса возврата назад в корневую вершину, и, поскольку мы посетили уже все вершины графа, оставшиеся узлы D, Е, F, G и Н образуют еще одну, последнюю, компоненту двусвязности. 

Индивидуальные задания
Задание 1

Выполните алгоритм поиска кратчайшего пути из вершины А во все остальные вершины в заданном графе. Подсчитайте количество просмотренных ребер (если обращений несколько, то это нужно учитывать).

G={(a,b,c,d,e,f,g,h), 

{a,b}, {b,c}, {c,h}, {h,g}, {g,b}, {g,f}, {f,a}, {f,d}, {g,d}, {d,e}, {b,e},{e,c}, {e,h}}, стоимости

   2,        5,        4,        1,        3,        1,      3,       4,       2,        2,        4,      2,       3         


[image: image25]
Задание 2

Найдите минимальное остовное дерево с помощью алгоритма Дейкстры-Прима в заданном графе, начиная с вершины А. Выполните анализ алгоритма, подсчитав, сколько раз рассматривается каждое ребро при добавлении вершин к кайме, при обновлении списка ребер ведущих в кайму, и при перенесении вершины из каймы в МОД. 

G={(a,b,c,d,e,f,g,h), 

{a,b}, {b,c}, {c,h}, {h,g}, {g,b}, {g,f}, {f,a}, {f,d}, {g,d}, {d,e}, {b,e},{e,c}, {e,h}}, стоимости

   2,        5,        4,        1,        3,        1,      3,       4,       2,        2,        4,      2,       3       
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Задание 3

Напишите программу, выполняющую обход заданного графа в глубину. Граф представлен с помощью матрицы смежности. Укажите порядок посещения вершин при обходе в глубину начиная с вершины 1. G={(1,2,3,4,5,6,7), {1,2}, {1,4}, {2,5}, {5,7}, {2,7}, {5,4}, {5,6}, {7,3}, {6,3}, {4,3}}.
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Задание 4

Напишите программу, выполняющую обход заданного opграфа в ширину. Граф представлен с помощью матрицы инцидентности. Укажите порядок посещения вершин при обходе по уровням начиная с вершины 1. G={(1,2,3,4,5,6,7), {1,2}, {2,3}, {2,4}, {1,4}, {3,4}, {2,7}, {7,6}, {4,7}, {4,6}, {6,5}, {5,4}, {1,5}}.
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Задание 5


Напишите программу, выполняющую обход заданного графа в глубину. Граф представлен с помощью списка смежности. Укажите порядок посещения вершин при обходе в глубину начиная с вершины 1. G={(1,2,3,4,5,6,7), {1,4}, {4,2}, {2,3}, {3,4}, {4,7}, {7,6}, {6,5}, {5,1}}.
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Задание 6


Напишите программу, выполняющую обход заданного opграфа в ширину. Граф представлен с помощью списка примыканий. Укажите порядок посещения вершин при обходе по уровням начиная с вершины 1. G={(1,2,3,4,5,6,7), {1,2}, {1,4}, {2,3}, {4,2}, {4,3}, {3,7}, {4,7}, {6,7}, {4,6}, {5,4}, {1,5}}.



Задание 7


Найдите минимальное остовное дерево с помощью алгоритма Крускала в заданном графе, начиная с вершины А. Подсчитайте число посещений каждого ребра.

G={(a,b,c,d,e,f,g,h), 

{a,b}, {b,e}, {e,c}, {e,d}, {e,g}, {g,h}, {g,f}, {f,a}, {g,d}}, стоимости

   1,        2,       4,        3,        2,       5,      4,       2,       2,            
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Задание 8


Определите компоненты двусвязности в заданном графе, заданном матрицей смежности. 

G={(a,b,c,d,e,f,g,h,I,j,k), 

{a,b}, {b,e}, {a,e}, {a,h}, {e,i}, {i,f}, {b,f}, {f,c}, {f,j}, {c,j}, {j,g}, {g,d}, {g,k}, {d,k}, {j,k}}.


Задание 9


Определите компоненты двусвязности в заданном графе, заданном списком смежности. 

G={(a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k), 

{a,b}, {b,e}, {a,g}, {g,e}, {e,b}, {e,h}, {e,f}, {h,f}, {i,h}, {f,i}, {f,c}, {c,d}, {f,d}, {i,j}, {b,g}}.


Задание 10


Найдите минимальное остовное дерево с помощью алгоритма Крускала в заданном графе, начиная с вершины А. Подсчитайте число посещений каждого ребра.

G={(a,b,c,d,e,f,g,h), 

{a,b}, {b,c}, {c,h}, {h,g}, {g,b}, {g,f}, {f,a}, {f,d}, {g,d}, {d,e}, {b,e},{e,c}, {e,h}}, стоимости

   2,        5,        4,        1,        3,        1,      3,       4,       2,        2,        4,      2,       3         


Задание 11


Найдите минимальное остовное дерево с помощью алгоритма Дейкстры-Прима в заданном графе, начиная с вершины А. Выполните анализ алгоритма, подсчитав, сколько раз рассматривается каждое ребро при добавлении вершин к кайме, при обновлении списка ребер ведущих в кайму, и при перенесении вершины из каймы в МОД. 

G={(a,b,c,d,e,f,g,h), 

{a,b}, {b,e}, {e,c}, {e,d}, {e,g}, {g,h}, {g,f}, {f,a}, {g,d}}, стоимости

  1,        2,       4,        3,        2,       5,      4,       2,       2,            


Задание 12


Выполните алгоритм поиска кратчайшего пути из вершины А во все остальные вершины в заданном графе. Подсчитайте количество просмотренных ребер (если обращений несколько, то это нужно учитывать).

G={(a,b,c,d,e,f,g,h), 

{a,b}, {b,e}, {e,c}, {e,d}, {e,g}, {g,h}, {g,f}, {f,a}, {g,d}}, стоимости

   1,        2,       4,        3,        2,       5,      4,       2,       2,            


Задание 13

Выполните алгоритм разбиения на непересекающиеся подмножество ребер в заданном графе. Вывести все подмножества на экран.

G={(a,b,c,d,e,f,g,h), 

{a,b}, {b,e}, {e,c}, {e,d}, {e,g}, {g,h}, {g,f}, {f,a}, {g,d}}







Задание 14

      
Выполните алгоритм поиска кратчайшего пути из вершины 1 вершину 7 в заданном графе. Подсчитайте количество просмотренных ребер (если обращений несколько, то это нужно учитывать).

G={(1,2,3,4,5,6,7), {1,2}, {1,4}, {2,5}, {5,7}, {2,7}, {5,4}, {5,6}, {7,3}, {6,3}, {4,3}}стоимости

                                    2        3         2         5          7        1         6        2         1         1

Задание 15

Найдите минимальное остовное дерево с помощью алгоритма Крускала в заданном графе, начиная с вершины 1. Подсчитайте число посещений каждого ребра.

G={(1,2,3,4,5,6,7), {1,2}, {1,4}, {2,5}, {5,7}, {2,7}, {5,4}, {5,6}, {7,3}, {6,3}, {4,3}}стоимости

                                    2        3         2         5          7        1         6        2         1         1


Задание 16

Найдите минимальное остовное дерево с помощью алгоритма Дейкстры-Прима в заданном графе, начиная с вершины 1. Подсчитайте число посещений каждого ребра.

G={(1,2,3,4,5,6,7), {1,2}, {1,4}, {2,5}, {5,7}, {2,7}, {5,4}, {5,6}, {7,3}, {6,3}, {4,3}}стоимости

                                    2        3         2         5          7        1         6        2         1         1


Вопросы к защите лабораторной работы
1. Структуры данных, используемые для представления графов.

2. Алгоритм обхода графа в глубину.

3. Алгоритм обхода графа в ширину.

4. Алгоритм построения минимального остовного дерева методом Дейкстры-Прима.

5. Алгоритм построения минимального остовного дерева методом Крускала.

6. Алгоритм разбиения множеств на непересекающиеся подмножества.

7. Алгоритм поиска кратчайшего пути методом Дейкстры.

8. Алгоритм определения компонент двусвязности графа.

Лабораторная работа 5

Тема.  Хеширование

Цель работы: Изучение алгоритмов составления хеш-таблиц, методов разрешения коллизий. Выбор и оценка качества хеш-функции. Построение индексных таблиц по вторичным индексам.

Для ускорения доступа к данным в таблицах можно использовать предварительное упорядочивание таблицы в соответствии со значениями ключей. При этом могут быть использованы методы поиска в упорядоченных структурах данных, например, метод половинного деления, что существенно сокращает время поиска данных по значению ключа. Однако при добавлении новой записи требуется переупорядочить таблицу. Потери времени на повторное упорядочивание таблицы могут значительно превышать выигрыш от сокращения времени поиска. 

При этом эффективность поиска зависит от структуры списка. В случае последовательного списка метод поиска гарантированно просматривает O(n) элементов, в то время как в случае бинарных поисковых деревьев и при бинарном поиске обеспечивается более высокая эффективность O(log2n). 

Для сокращения времени доступа к данным в таблицах используется так называемое случайное упорядочивание или хеширование. При этом данные организуются в виде таблицы при помощи хеш-функции h, используемой для вычисления адреса по значению ключа.
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Рисунок 1 - Хеш-таблица

Идеальной хеш-функцией является такая hash-функция, которая для любых двух неодинаковых ключей дает неодинаковые адреса.
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Подобрать такую функцию можно в случае, если все возможные значения ключей заранее известны. Такая организация данных носит название совершенное хеширование. В случае заранее неопределенного множества значений ключей и ограниченной длины таблицы подбор совершенной функции затруднителен. 

Ключи и хеш-функции
Ключи, как правило, не являются непосредственными индексами в массиве записей. Например, телефонный номер может идентифицировать клиента, но вряд ли пункт проката хранит десятимиллионный массив.

В большинстве приложений ключ обеспечивает косвенную ссылку на данные. Ключ отображается во множество целых чисел посредством хеш-функции (hash function). Полученное в результате значение затем используется для доступа к данным. Предположим, есть множество записей с целочисленными ключами. Хеш-функция HF отображает ключ в целочисленный индекс из диапазона 0...n-1. С хеш-функцией связана так называемая хеш-таблица (hash table), ячейки которой пронумерованы от 0 до n-1 и хранят сами данные или ссылки на данные.

Предположим, Key – положительное целое, а h(Key) – значение младшей цифры числа Key. Тогда диапазон индексов равен 0-9. Например, если Key = 49, h(Key) = h(49) = 9. Эта хеш-функция в качестве возвращаемого значение использует остаток от деления на 10.

// Хеш-функция, возвращающая младшую цифру ключа

int HF(int key){

  return key % 10;

}

Часто отображение, осуществляемое хеш-функцией, является отображением «многие к одному» и приводит к коллизиям (collisions). Например, выше мы видим h(49) = h(29) = 9. При возникновении коллизии два или более ключа ассоциируются с одной и той же ячейкой хеш-таблицы. Поскольку два ключа не могут занимать одну и ту же ячейку в таблице, мы должны разработать стратегию разрешения коллизий.

Хеш-функция должна отображать ключ в целое число из диапазона 0...n-1. При этом количество коллизий должно быть ограниченным, а вычисление самой хеш-функции – очень быстрым. Некоторые методы удовлетворяют этим требованиям.

Метод деления (division method)
Сперва ключ должен быть преобразован в целое число, а затем полученное значение вписывается в диапазон 0...n-1 с помощью оператора получения остатка. На практике метод деления используется в большинстве приложений, работающих с хешированием.

Предположим, что ключ – пятизначное число. Хеш-функция извлекает две младшие цифры. Например, если это число равно 56389, то h(56389) = 89. Две младшие цифры являются остатком от деления на 100.

int HF(int key){

  return key % 100; // метод деления на 100

}

Эффективность хеш-функции зависит от того, обеспечивает ли она равномерное распределение ключей в диапазоне 0...n-1. Если две последние цифры соответствуют году рождения, то будет слишком много коллизий при идентификации подростков, играющих в юношеской бейсбольной лиге.

Другой пример – ключ-символьная строка С++. Хеш-функция отображает эту строку в целое число посредством суммирования первого и последнего символов и последующего вычисления остатка от деления на 101 (размер таблицы).

// хеш-функция для символьной строки.

// Возвращает значение в диапазоне от 0 до 100

int HF(char *key){

  int len = strlen(key), hashf = 0;

  // если длина ключа равна 0 или 1, возвратить key[0].

  // иначе сложить первый и последний символ

  if (len <= 1)

    hashf = key[0];

  else

    hashf = key[0] + key[len-1];

  return hashf % 101;

}

Эта хеш-функция приводит к коллизии при одинаковых первом и последнем символах строки. Например, строки «start» и «slant» будут отображаться в индекс 29. Так же ведет себя хеш-функция, суммирующая все символы строки.

int HF(char *key){

  int hashf = 0;

  // просуммировать все символы строки и разделить на 101

  while (*key)

    hashf += *key++;

  return hashf % 101;

}

Строки «bad» и «dab» преобразуются в один и тот же индекс. Лучшие результаты дает хеш-функция, производящая перемешивание битов в символах.

В общем случае при больших n индексы имеют больший разброс. Кроме того, математическая теория утверждает, что распределение будет более равномерным, если n – простое число.

Метод середины квадрата (midsquare technique)
Предусматривает преобразование ключа в целое число, возведение его в квадрат и возвращение в качестве значения функции последовательности битов, извлеченных из середины полученного числа. Предположим, что ключ есть целое 32-битное число. Тогда следующая хеш-функция извлекает средние 10 бит возведенного в квадрат ключа.

// возвратить средние 10 бит произведения key*key

int HF(int key){

  key *= key;           // возвести ключ в квадрат

  key >>= 11;           // отбросить 11 младших бит

  return key % 1024     // возвратить 10 младших бит

}

Мультипликативный метод (multiplicative method)
Использует случайное действительное число f в диапазоне от 0<f<1. Дробная часть произведения f * key лежит в диапазоне от 0 до 1. Если это произведение умножить на n (размер хеш-таблицы), то целая часть полученного произведения даст значение хеш-функции в диапазоне 0...n-1.

// хеш-функция, использующая мультипликативный метод;

// возвращает значение в диапазоне 0...700

int HF(int key){

  static RandomNumber rnd;

  float f;

  // умножить ключ на случайное число из диапазона 0...1

  f = key * rnd.fRandom();

  // взять дробную часть

  f = f - int(f);

  // возвратить число в диапазоне 0...n-1

  return 701*f;

}

Разрешение коллизий
Для разрешения коллизий используются различные методы, которые в основном сводятся к методам цепочек и открытой адресации.

Несмотря на то, что два или более ключей могут хешироваться одинаково, они не могут занимать в хеш-таблице одну и ту же ячейку. Поэтому необходимо либо найти для нового ключа другую позицию в таблице, либо создать для каждого значения хеш-функции отдельный список, в котором будут все ключи, отображающиеся при хешировании в это значение. Оба варианта представляют собой две классические стратегии разрешения коллизий – открытую адресацию с линейным перебором и метод цепочек.
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Рисунок 2 - Разновидности методов разрешение коллизий

Открытая адресация с линейным перебором
Метод открытой адресации состоит в том, чтобы, пользуясь каким-либо алгоритмом, обеспечивающим перебор элементов таблицы, просматривать их в поисках свободного места для новой записи.

Эта методика предполагает, что каждая ячейка таблицы помечена как незанятая. Поэтому при добавлении нового ключа всегда можно определить, занята ли данная ячейка таблицы или нет. Если да, алгоритм осуществляет перебор по кругу, пока не встретится «открытый адрес» (свободное место). Отсюда и название метода. Если размер таблицы велик относительно числа хранимых там ключей, метод работает хорошо, поскольку хеш-функция будет равномерно распределять ключи по всему диапазону и число коллизий будет минимальным. По мере того как коэффициент заполнения таблицы приближается к 1, эффективность процесса заметно падает.

Линейное опробование (рис. 3.) сводится к последовательному перебору элементов таблицы с некоторым фиксированным шагом  a=h(key) + c*i , где i номер попытки разрешить коллизию. При шаге равном единице происходит последовательный перебор всех элементов после текущего.

Квадратичное опробование отличается от линейного тем, что шаг перебора элементов не линейно зависит от номера попытки найти свободный элемент a = h(key2) + c*i + d*i 2 . Благодаря нелинейности такой адресации уменьшается число проб при большом числе ключей-синонимов. Однако даже относительно небольшое число проб может быстро привести к выходу за адресное пространство небольшой таблицы вследствие квадратичной зависимости адреса от номера попытки.

Еще одна разновидность метода открытой адресации, которая называется двойным хешированием, основана на нелинейной адресации, достигаемой за счет суммирования значений основной и дополнительной хеш-функций   a=h1(key) + i*h2(key).
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Рисунок 3 - Разрешение коллизий при добавлении элементов

методами открытой адресации

Метод цепочек
При другом подходе к хешированию таблица рассматривается как массив связанных списков или деревьев. Каждый такой список называется блоком (bucket) и содержит записи, отображаемые хеш-функцией в один и тот же табличный адрес. Эта стратегия разрешения коллизий называется методом цепочек (chaining with separate lists).
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Рисунок 4 - Разрешение коллизий при добавлении элементов методом цепочек

Если таблица является массивом связанных списков, то элемент данных просто вставляется в соответствующий список в качестве нового узла. Чтобы обнаружить элемент данных, нужно применить хеш-функцию для определения нужного связанного списка и выполнить там последовательный поиск.

В общем случае метод цепочек быстрее открытой адресации, так как просматривает только те ключи, которые попадают в один и тот же табличный адрес. Кроме того, открытая адресация предполагает наличие таблицы фиксированного размера, в то время как в методе цепочек элементы таблицы создаются динамически, а длина списка ограничена лишь количеством памяти. Основным недостатком метода цепочек являются дополнительные затраты памяти на поля указателей. В общем случае динамическая структура метода цепочек более предпочтительна для хеширования.

Организация данных для ускорения поиска 

по вторичным ключам

Возможен вариант организации таблицы, при котором отдельный ключ не позволяет однозначно идентифицировать запись. Такая ситуация часто встречается в базах данных. Идентификация записи осуществляется по некоторой совокупности ключей. Ключи, не позволяющие однозначно идентифицировать запись в таблице, называются вторичными ключами.

Даже при наличии первичного ключа, для поиска записи могут быть использованы вторичные. Например, поисковые системы internet часто организованы как наборы записей, соответствующих Web-страницам. В качестве вторичных ключей для поиска выступают ключевые слова, а сама задача поиска сводится к выборке из таблицы некоторого множества записей, содержащих требуемые вторичные ключи.

Инвертированные индексы
Рассмотрим метод организации таблицы с инвертированными индексами. Для таблицы строится отдельный набор данных, содержащий так называемые инвертированные индексы. Вспомогательный набор содержит для каждого значения вторичного ключа отсортированный список адресов записей таблицы, которые содержат данный ключ.

Поиск осуществляется по вспомогательной структуре достаточно быстро, так как фактически отсутствует необходимость обращения к основной структуре данных. Область памяти, используемая для индексов, является относительно небольшой по сравнению с другими методами организации таблиц.
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Рисунок 5 - Метод организации таблицы с инвертированными индексами

Недостатками данной системы являются большие затраты времени на составление вспомогательной структуры данных и ее обновление. Причем эти затраты возрастают с увеличение объема базы данных.

Система инвертированных индексов является чрезвычайно удобной и эффективной при организации поиска в больших таблицах.

Битовые карты
Для таблиц небольшого объема используют организацию вспомогательной структуры данных в виде битовых карт. Для каждого значения вторичного ключа записей основного набора данных записывается последовательность битов. Длина последовательности битов равна числу записей. Каждый бит в битовой карте соответствует одному значению вторичного ключа и одной записи. Единица означает наличие ключа в записи, а ноль отсутствие.

Основным преимуществом такой организации является очень простая и эффективная организация обработки сложных запросов, которые могут объединять значения ключей различными логическими предикатами. В этом случае поиск сводится к выполнению логических операций запроса непосредственно над битовыми строками и интерпретации результирующей битовой строки. Другим преимуществом является простота обновления карты при добавлении записей.

К недостаткам битовых карт следует отнести увеличение длины строки пропорционально длине файла. При этом заполненность карты единицами уменьшается с увеличением длины файла. Для большой длине таблицы и редко встречающихся ключах битовая карта превращается в большую разреженную матрицу, состоящую в основном из одних нулей.
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Рисунок 6 - Организация вспомогательной структуры данных в виде битовых карт

Индивидуальные задания

Для выполнения заданий использовать файл с данными, указанными в таблице Рис. 7.  Исследовать качество указанной хеш-функции и представить график возникновения коллизий. В методе открытой адресации предусмотреть возврат на начало таблицы со смещением. Размер хеш-таблицы не более 37. Подсчитать количество коллизий при построении хеш-таблицы.
1. Построение хэш-таблицы по методу цепочек. Хеш-функция построена по методу деления. Ключ 1 – числовой.

2. Построение хэш-таблицы по методу открытой адресации путем линейного перебора. Хеш-функция построена по методу деления. Ключ 1 – числовой.

3. Построение хэш-таблицы по методу открытой адресации путем квадратичного перебора. Хеш-функция построена по методу середины квадрата. Ключ 1 – числовой.

4. Построение хэш-таблицы по методу открытой адресации путем двойного хеширования. Хеш-функция построена по методу деления. Ключ 1 – числовой.

5. Построение хэш-таблицы по методу цепочек. Хеш-функция построена по мультипликативному  методу. Ключ 1 – числовой.

6. Построение хэш-таблицы по методу открытой адресации путем линейного перебора. Хеш-функция построена по мультипликативному  методу. Ключ 1 – числовой.

7. Построение хэш-таблицы по методу открытой адресации путем квадратичного перебора. Хеш-функция построена по мультипликативному  методу. Ключ 1 – числовой.

8. Построение хэш-таблицы по методу открытой адресации путем двойного хеширования. Хеш-функция построена по методу середины квадрата. Ключ 1 – числовой.

9. Построение хэш-таблицы по методу цепочек. Хеш-функция построена по методу деления (сложение 1 и последнего символа). Ключ 2 – символьная строка.

10. Построение хэш-таблицы по методу открытой адресации путем линейного перебора. Хеш-функция построена по методу деления (сложение 1 и последнего символа). Ключ 2 – символьная строка.

11. Построение хэш-таблицы по методу открытой адресации путем квадратичного перебора. Хеш-функция построена по методу деления (сложение 1 и последнего символа). Ключ 2 – символьная строка.

12. Построение хэш-таблицы по методу открытой адресации путем двойного хеширования. Хеш-функция построена по методу деления (сложение 1 и последнего символа). Ключ 2 – символьная строка.

13. Ускорение доступа к данным по вторичным индексам путем построения инвертированных индексов.

14. Ускорение доступа к данным по вторичным индексам путем построения битовых карт.
15. Построение хэш-таблицы по методу цепочек. Хеш-функция построена по методу деления (сложение всех символов). Ключ 2 – символьная строка.

16. Построение хэш-таблицы по методу открытой адресации путем линейного перебора. Хеш-функция построена по методу деления (сложение всех символов). Ключ 2 – символьная строка.

17. Построение хэш-таблицы по методу открытой адресации путем квадратичного перебора. Хеш-функция построена по методу деления (сложение всех символов). Ключ 2 – символьная строка.

18. Построение хэш-таблицы по методу открытой адресации путем двойного хеширования. Хеш-функция построена по методу деления (сложение всех символов). Ключ 2 – символьная строка.

Вопросы к защите лабораторной работы

1. Что такое хеширование? Хеш-функция?

2. Что такое коллизия? Причины возникновение коллизий.

3. Виды хеш-функций.

4. Стратегии разрешения коллизий?

5. Какие существуют методы открытой адресации?

6. В чем заключается метод цепочек?

7. Способы ускорения доступа к данным по вторичным ключам.
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Рисунок 7 - Таблица данных для построения хэш-таблицы

Лабораторная работа 6

Тема. Алгоритмы на бинарных деревьях

Цель работы: Изучение алгоритмов решения задач на бинарных деревьях.
Частным  случаем  графа  является  дерево. Деревом называется орграф для   которого:

1. Существует узел, в которой не входит не одной дуги. Этот узел называется корнем.

2. В каждую вершину, кроме корня, входит одна дуга.

С точки  зрения  представления  в  памяти  важно различать два типа деревьев: бинарные и сильноветвящиеся. В бинарном дереве из каждой вершины выходит не более двух дуг.  В сильноветвящемся дереве количество дуг может быть произвольным. 

Бинарные деревья
Бинарные деревья классифицируются по нескольким признакам. Степенью узла в дереве называется количество дуг, которое из него выходит. Степень дерева равна максимальной степени узла, входящего в дерево. Следовательно, степень узла бинарного дерева не превышает числа два. При этом листьями в дереве являются вершины, имеющие степень ноль.

Другим важным признаком структурной классификации бинарных деревьев является строгость бинарного дерева. Строго бинарное дерево состоит только из узлов, имеющих степень два или степень ноль. Нестрого бинарное дерево содержит узлы со степенью равной одному.

Переход от родительского узла к дочерним и к другим потомкам осуществляется вдоль пути. Существует единственный путь из любого узла к потомкам. Длина пути от корня к этому узлу есть уровень узла. Уровень корня 0. Каждый его сын уровня 1. Глубина дерева есть длина самого длинного пути от корня до узла. Число узлов, приходящихся на уровень, является показателем плотности дерева. Однонаправленный список есть вырожденное дерево, так как имеет 1 лист и каждый узел имеет одного сына.

Представление бинарных деревьев

Бинарные деревья могут быть представлены в виде списков или массивов. Списочное представление бинарных деревьев основано на элементах, соответствующих узлам дерева. Каждый элемент имеет поле данных и два поля указателей. Один указатель используется для связывания элемента с правым потомком, а другой – с левым. Листья имеют пустые указатели потомков. При таком способе представления дерева обязательно следует сохранять указатель на узел, являющийся корнем дерева. 
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Рисунок 1 - Представление бинарного дерева в виде списковой структуры

Можно заметить, что такой способ представления имеет сходство с простыми линейными списками. Рассмотренный способ представления бинарного дерева является разновидностью мультисписка, образованного комбинацией множества линейных списков. Каждый линейный список объединяет узлы, входящие в путь от корня дерева к одному из листьев.

В виде массива проще всего представляется полное бинарное дерево, так как оно всегда имеет строго определенное число вершин  на каждом уровне. Вершины можно пронумеровать слева направо последовательно по уровням и использовать эти номера в качестве индексов в одномерном массиве. 
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Рисунок 2 - Представление бинарного дерева в виде массива

Если число уровней дерева в процессе обработки не будет существенно изменяться, то такой способ представления полного бинарного дерева будет значительно более экономичным, чем любая списковая структура.

Адрес любой вершины в массиве вычисляется как         адрес = 2k+i-1,

где k-номер уровня вершины, i- номер на уровне k в полном бинарном дереве (с нуля). Адрес корня будет равен нулю. Для любой вершины можно вычислить адреса левого и правого потомков

адрес_L = 2*i+1 (i номер узла с нуля)

адрес_R = 2*i+2

Главным недостатком рассмотренного способа представления бинарного дерева является то, что структура данных является статической. Размер массива выбирается исходя из максимально возможного количества уровней бинарного дерева. Причем чем менее полным является дерево, тем менее рационально используется память.

Прохождение бинарных деревьев

В ряде алгоритмов обработки деревьев используется так называемое прохождение дерева. Под прохождением бинарного дерева понимают определенный порядок обхода всех вершин дерева. Различают несколько методов прохождения.
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Прямой порядок прохождения бинарного дерева можно определить следующим образом

1. попасть в корень

2. пройти в прямом порядке левое поддерево

3. пройти в прямом порядке правое поддерево

Рисунок 3 - Прямой порядок прохождения бинарного дерева

Прохождение бинарного дерева  в обратном порядке можно определить в аналогичной форме:

1. пройти в обратном порядке левое поддерево

2. пройти в обратном порядке правое поддерево

3. попасть в корень
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Рисунок 5 - Обратный порядок прохождения бинарного дерева

Определим еще один порядок прохождения бинарного дерева, называемый симметричным.

1. пройти в симметричном порядке левое поддерево 

2. попасть в корень

3. пройти в симметричном порядке правое поддерево
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Рисунок 6 - симметричный порядок прохождения бинарного дерева

Порядок обхода бинарного дерева можно хранить непосредственно в структуре данных. Для этого достаточно ввести дополнительное поле указателя в элементе списковой структуры и хранить в нем указатель на вершину, следующую за данной вершиной при обходе дерева. Такие структуры данных получили название прошитых бинарных деревьев. Указатели или адреса, определяющие порядок обхода называют нитями.  При этом в соответствии с порядком прохождения вершин различают право прошитые, лево прошитые и симметрично прошитые бинарные деревья.
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Рисунок 7 - Прошитое дерево

Представление деревьев в виде массивов также допускает хранение порядка прохождения дерева. Для этого вводится дополнительный массив, в который записываются адрес  вершины в основном массиве, следующей за данной вершиной.
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Рисунок 8 - Представление симметрично прошитого

бинарного дерева в виде массивов

Алгоритмы на деревьях

Сортировка с прохождением бинарного дерева
Допустим, мы имеем некоторый массив и пытаемся упорядочить его элементы по возрастанию. Сама сортировка при этом распадается на две фазы

1. построение дерева

2. прохождение дерева

Дерево строится по следующим принципам. В качестве корня создается узел, в который записывается первый элемент массива. Для каждого очередного элемента создается новый лист. Если элемент меньше значения в текущем узле, то для него выбирается левое поддерево, если больше или равен – правое. 

Для создания очередного узла происходят сравнения элемента со значениями существующих узлов, начиная с корня.

Во время второй фазы происходит прохождение дерева в симметричном порядке. Результатом сортировки является последовательность значений элементов, извлекаемых их пройденных узлов.

Для того чтобы сделать сортировку по убыванию, необходимо изменить только условия выбора поддерева при создании нового узла во время построения дерева.

Сортировка методом турнира с выбыванием
Сортировка начинается с создания листьев дерева. В качестве листьев бинарного дерева создаются узлы, в которых записаны значения элементов исходного массива. Дерево строится от листьев к корню. Для двух соседних узлов строится общий предок, до тех пор, пока не будет создан корень. В узел-предок заносится значение, являющееся наименьшим из значений в узлах-потомках.

В результате построения такого дерева наименьший элемент попадает сразу в корень. 

Далее начинается извлечение элементов из дерева. Извлекается значение из корня. Данное значение является первым элементом в результирующем массиве. Извлеченное значение помещается в отсортированный массив и заменяется в дереве на специальный символ.

После этого происходит повторное занесение значений в родительские элементы от листьев к корню. При сравнениях специальный символ считается большим по отношению к любому другому значению.

После повторного заполнения из корня извлекается очередной элемент и итерация повторяется. Извлечения элементов продолжаются до тех пор, пока в дереве не останутся одни специальные символы.

Применение бинарных деревьев для сжатия информации
Одним из таких методов является кодирование Хаффмана. Он основан на использовании кодов различной  длины для различных символов. Для максимально повторяющихся символов используют коды минимальной длины.

Построение кодовой таблицы происходит с использованием бинарного дерева. В корне дерева помещаются все символы и их суммарная частота повторения. Далее выбирается наиболее часто используемый символ и помещается со своей частотой повторения в левое поддерево. В правое поддерево помещаются оставшиеся символы с их суммарной частотой. Затем описанная операция проводится для всех вершин дерева, которые содержат более одного символа. 

Само дерево может быть использовано в качестве кодовой таблицы для кодирования и декодирования текста.  Кодирование осуществляется следующим образом. Для очередного символа в качестве кода используется путь от листа соответствующего символа к корню дерева. Причем каждому левому поддереву приписывается ноль, а каждому правому – единица.
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Рисунок 9 - Построение кодовой таблицы

Схемы кодирования подобного типа используются в программах архивации данных и сжатия растровых изображений в форматах графических файлов.

Представление выражений с помощью деревьев
С помощью деревьев можно представлять произвольные арифметические выражения. Каждому листу в таком дереве соответствует операнд, а каждому родительскому узлу – операция.  В общем случае дерево при этом может оказаться  не бинарным. 

Однако если  число операндов любой операции будет меньше или равно двум, то дерево будет бинарным. Причем если все операции будут иметь  два операнда, то дерево окажется строго бинарным.

f ( a + b, sin c )

                            f

              +                         sin

     a                 b                         c
Рисунок 10 - Представление арифметического выражения в виде бинарного дерева

Бинарные деревья могут быть использованы не только для представления выражений, но и для их вычисления. Для того чтобы выражение можно было вычислить, в листьях записываются значения операндов. 

Затем от листьев к корню производится выполнение операций. В процессе выполнения в узел операции записывается результат ее выполнения. В конце вычислений в корень будет записано значение, которое и будет являться результатом вычисления выражения.

Помимо арифметических выражений с помощью деревьев можно представлять выражения других типов. Примером являются логические выражения. Поскольку функции алгебры логики определены над двумя или одним операндом, то дерево для представления логического выражения будет бинарным

Представление сильноветвящихся деревьев

В ряде задач используются сильноветвящиеся деревья. Произвольные деревья могут быть бинарными или сильноветвящимися. Причем число потомков различных узлов не ограничено и заранее не известно.

Элемент такой структуры содержит минимум три поля: значение узла, указатель на начало списка потомков узла, указатель на следующий элемент в списке потомков текущего уровня. Также как и для бинарного дерева необходимо хранить указатель на корень дерева. При этом дерево представлено в виде структуры, связывающей списки потомков различных вершин. Такой способ представления вполне пригоден и для бинарных деревьев. 
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Рисунок 10 - Представление сильноветвящихся деревьев в виде списков

Представление деревьев с произвольной структурой в виде массивов может быть основано на матричных способах представления графов.

Применение сильноветвящихся деревьев
Рассмотрим использование таких деревьев для представления иерархической структуры каталогов файловой системы. Во многих файловых системах структура каталогов и файлов, как правило, представляет собой одно или несколько сильноветвящихся деревьев. В файловой системе MS DOS корень дерева соответствует логическому диску. Листья дерева соответствуют файлам и пустым каталогам, а узлы с ненулевой степенью - непустым каталогам.

Способы представления деревьев, рассмотренные ранее, являются предельно экономичными, но не очень удобными для перемещения по дереву в разных направлениях. Именно такая задача встает при просмотре структуры каталогов. Необходимо осуществлять “навигацию” – перемещаться из текущего каталога в каталог верхнего или нижнего уровня, или от файла  к файлу в пределах одного каталога. Для облегчения этой задачи сделаем списки потомков двунаправленными. Для этого достаточно ввести дополнительный указатель на предыдущий узел ”last”. С целью упрощения перемещения по дереву от листьев к корню введем дополнительный указатель на предок текущего узла “up”. Общими с традиционными способами представления являются указатели на список потомков узла “down” и следующий узел “next”. 
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Рисунок 11- Представление логической структуры каталогов и файлов

в виде сильноветвящегося дерева
AVL-деревья

Существует модифицированный класс деревьев, обладающих всеми преимуществами бинарных деревьев поиска и никогда не вырождающихся. Они называются сбалансированными или AVL-деревьями. Под сбалансированностью будем понимать то, что для каждого узла дерева высоты обоих его поддеревьев различаются не более чем на 1. Строго говоря, этот критерий нужно называть AVL-сбалансированностью в отличие от идеальной сбалансированности, когда для каждого узла дерева количества узлов в левом и правом поддеревьях различаются не более чем на 1. Здесь мы всегда будем иметь в виду AVL-сбалансированность.

Новые методы вставки и удаления в классе AVL-деревьев гарантируют, что все узлы останутся сбалансированными по высоте. На рис. 12 показано эквивалентные представления массива AVL-деревом и бинарным деревом поиска. 
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Рисунок 12 - Представление бинарного  и AVL-дерева для массива А

Бинарное дерево поиска имеет высоту 5, в то время как высота AVL-дерева равна 2. В общем случае высота сбалансированного дерева не превышает O(log2n). Таким образом, AVL-дерево является мощной структурой хранения, обеспечивающей быстрый доступ к данным.

AVL-деревья имеют структуру, похожую на бинарные деревья поиска. Все операции идентичны описанным для бинарных деревьев, за исключением методов вставки и удаления, которые должны постоянно отслеживать соотношение высот левого и правого поддеревьев узла. Для сохранения этой информации расширяем определение объекта узел дерева, включив в него поле balanceFactor (показатель сбалансированности), которое содержит разность высот правого и левого поддеревьев.

	Данные

	balanceFactor

	left
	right


balanceFactor = height(right subtree) - height(left subtree)

Если balanceFactor отрицателен, то узел «перевешивает влево», так как высота левого поддерева больше, чем высота правого поддерева. При положительном balanceFactor узел «перевешивает вправо». Сбалансированный по высоте узел имеет balanceFactor = 0. В AVL-дереве показатель сбалансированности должен быть в диапазоне [-1, 1].

Процесс вставки почти такой же, что и для бинарного дерева поиска. Осуществляется рекурсивный спуск по левым и правым сыновьям, пока не встретится пустое поддерево, а затем производится пробная вставка нового узла в этом месте. В течение этого процесса мы посещаем каждый узел на пути поиска от корневого к новому элементу.

Поскольку процесс рекурсивный, обработка узлов ведется в обратном порядке. При этом показатель сбалансированности родительского узла можно скорректировать после изучения эффекта от добавления нового элемента в одно из поддеревьев. Необходимость корректировки определяется для каждого узла, входящего в поисковый маршрут. Есть три возможных ситуации. В двух первых случаях узел сохраняет сбалансированность и реорганизация поддеревьев не требуется. Нужно лишь скорректировать показатель сбалансированности данного узла. В третьем случае разбалансировка дерева требует одинарного или двойного поворотов узлов.

Случай 1. Узел на поисковом маршруте изначально является сбалансированным (balanceFactor = 0). После вставки в поддерево нового элемента узел стал перевешивать влево или вправо в зависимости от того, в какое поддерево была произведена вставка. Если элемент вставлен в левое поддерево, показателю сбалансированности присваивается -1, а если в правое, то 1. 

Случай 2. Одно из поддеревьев узла перевешивает, и новый узел вставляется в более легкое поддерево. Узел становится сбалансированным. 

Случай 3. Одно из поддеревьев узла перевешивает, и новый узел помещается в более тяжелое поддерево. Тем самым нарушается условие сбалансированности, так как balanceFactor выходит за пределы -1..1. Чтобы восстановить равновесие, нужно выполнить поворот.

Повороты
Повороты необходимы, когда родительский узел P становится расбалансированным. Одинарный поворот вправо (single right rotation) происходит тогда, когда родительский узел P и его левый сын LC начинают перевешивать влево после вставки узла в позицию X. В результате такого поворота LC замещает своего родителя, который становится правым сыном. Бывшее правое поддерево узла LC (ST) присоединяется к P в качестве левого поддерева. Это сохраняет упорядоченность, так как узлы в ST больше или равны узлу LC, но меньше узла P. Поворот уравновешивает как родителя, так и его левого сына (рисунок 13).
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Рисунок 13 - Схема одинарного правого поворота

Двойной поворот вправо (double rigyn rotation) нужен тогда, когда родительский узел (P) становится перевешивающим влево, а его левый сын (LC) перевешивающим вправо. NP – корень правого перевешивающего поддерева узла LC. Тогда в результате поворота узел NP замещает родительский узел. На рисунках 14 и 15 показаны случаи вставки нового узла в качестве сына узла NP. В обоих случаях NP становится родительским узлом, а бывший родитель P становится правым сыном NP.
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Рисунок  14 - Схема двойного правого поворота
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Рисунок 15 - Схема двойного правого поворота

Исключение из сбалансированного дерева
Исключение из сбалансированного дерева окажется более сложным, чем включение. И это действительно так, хотя алгоритм операции балансировки остается фактически тем же самым, что и при включении. В частности, балансировка опять основывается на одно- или двукратных поворотах узлов.

Из исходно​го сбалансированного дерева (рис.16 а) последовательно ис​ключаются вершины с ключами 4, 8, 6, 5, 2, 1 и 7 и получаются деревья, представленные на рис. 16 б-з.
Простые случаи — удаление терминальных вершин или вершин только с одним потомком. Если же от исключаемой вершины "отходят" два поддерева, то, как и раньше, она заменяется на самую правую вершину ее лево​го поддерева. Как и в случае включения (14). Балансировка идет, только если balanceFactor какой-либо вершины оказывается равен 2. Это значение присваивается переменной balanceFactor при обнаружении и исклю​чении какой-либо вершины или уменьшении высоты какого-либо поддерева в процессе самой балансировки. 
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Рисунок 16 -  Исключение из сбалансированного дерева

Индивидуальные задания

1. Построение бинарного дерева на списочной структуре данных и сортировка последовательности по убыванию прохождением бинарного дерева.

2. Построение бинарного дерева на списочной структуре данных и обход дерева в прямом порядке.

3. Построение бинарного дерева на массиве и обход дерева в прямом порядке.

4. Построение бинарного дерева на списочной структуре данных и обход дерева в обратном порядке.

5. Построение бинарного дерева на массиве и обход дерева в обратном порядке.

6. Построение бинарного дерева и сортировка методом турнира с выбыванием.

7. Сжатие текстовой информации методом кодирования Хафмана и ее декодирование. Сравнение результатов работы полученного алгоритма с работой архиватора WinRar.
8. Разбор и вычисление арифметических выражений с помощью построения бинарного дерева.

9. Разбор выражения и вычисление логической функции на всех наборах входов с помощью построения бинарного дерева.

10. Построение сильноветвящегося дерева логического диска ПК.

11. Построение AVL-дерева заданного произвольного массива данных. Добавление узлов в AVL-дерево.

12. Построение AVL-дерева заданного произвольного массива данных. Удаление узлов из AVL-дерева.

13. Построение прошитого бинарного дерева на списочной структуре данных и обход дерева в симметричном порядке.

14. Построение прошитого бинарного дерева на массиве и обход дерева в симметричном порядке.
15. Реализуйте нерекурсивную функцию выбрать из бинарного дерева и продемонстрируйте ее работу.

16. Создайте два бинарных дерева с ключами E A S Y и Q U E S T I O N. Реализуйте объединение этих деревьев.

17. Реализуйте нерекурсивную функцию удалить из бинарного дерева и продемонстрируйте ее работу.

18.  Реализуйте нерекурсивную функцию добавить в бинарное дерево и продемонстрируйте ее работу.

Вопросы к защите лабораторной работы
1. Что такое бинарное дерево?
2. Что такое сильноветвящееся дерево?

3. Способы представления деревьев.

4. Алгоритмы обхода дерева.

5. Прошитое дерево.

6. Алгоритм сортировки методом обхода бинарного дерева.

7. Алгоритм сортировки методом турнира с выбыванием.

8. Сжатие информации методом построения дерево кодов (Хаффмана).

9. Вычисление выражений путем построения дерева.

10. AVL-деревья. Фактор сбалансированности.

11. Добавление узлов в AVL-дерево.

12. Удаление узлов из AVL-дерева.
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