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1. СТРУКТУРЫ ДАННЫХ и сложность алгоритмов
1.1. Концепция типа данных

В математике принято классифицировать переменные в соответ​ствии с некоторыми важными характеристиками. Мы различаем вещественные, комплексные и логические переменные, перемен​ные, представляющие собой отдельные значения, множества зна​чений или множества множеств и т. д. В обработке данных по​нятие классификации играет такую же, если не большую роль. Будем придерживаться того принципа, что любая константа, переменная, выражение или функция относится к некоторому типу. Фактически тип характеризует множество значений, к ко​торым относится константа, которые может принимать некото​рая переменная или выражение и которые может формировать функция.

В программировании широко используется правило, по которому тип явно указывается в описании констан​ты, переменной или любой функции. Это правило особенно важ​но потому, что транслятор должен выбирать представление дан​ного объекта в памяти машины. Ясно, что память, отводимая под значение переменной, должна выбираться в соответствии с диа​пазоном значений, которые может принимать переменная. Если у транслятора есть такая информация, то можно обойтись без так называемого динамического распределения памяти. Часто это очень важно для эффективной реализации алгоритма. Основные принципы концепции типа таковы:

1. Любой тип данных определяет множество значений, к кото​рым может относиться некоторая константа, которое может принимать переменная или выражение и которое может фор​мироваться операцией или функцией.

2. Тип любой величины, обозначаемой константой, переменной или выражением, может быть выведен по ее виду или по ее описанию; для этого нет необходимости проводить какие-либо вычисления.

3. Каждая операция или функция требует аргументов опреде​ленного типа и дает результат также фиксированного типа. Если операция допускает аргументы нескольких типов (например, "+" используется как для сложения вещественных чисел, так и для сложения целых), то тип результата регла​ментируется вполне определенными правилами языка.

В результате транслятор может использовать информацию о ти​пах для проверки допустимости различных конструкций в про​грамме. Например, неверное присваивание логического значения арифметической переменной можно выявить без выполнения программы. Такая избыточность текста программы крайне полез​на и помогает при создании программ; она считается основным преимуществом хороших языков высокого уровня по сравнению с языком машины или ассемблера. Конечно, в конце концов дан​ные будут представлены в виде огромного количества двоичных цифр независимо от того, была ли программа написана на языке высокого уровня с использованием концепции типа или на языке ассемблера, где всякие типы отсутствуют. Для вычислительной машины память — это однородная масса разрядов, не имеющая какой-либо структуры. И только абстрактная структура позво​ляет программисту разобраться в этом однообразном пейзаже памяти машины.

Существуют некоторые методы определения ти​пов данных. В большинстве случаев новые типы данных опреде​ляются с помощью ранее определенных типов данных. Значения такого нового типа обычно представляют собой совокупности значений компонент, относящихся к определенным ранее состав​ляющим типам, такие значения называются составными (массивы, перечисления, структуры, объединения, классы). Если имеется только один составляющий тип, т. е. все компоненты от​носятся к одному типу, то он называется базовым. Число различ​ных значений, входящих в тип Т, называется мощностью Т. Мощ​ность задает размер памяти, необходимой для размещения пере​менной х типа Т. Принадлежность к типу обозначается Т х.

Поскольку составляющие типы также могут быть составными, то можно построить целую иерархию структур, но конечные компоненты любой структуры, разумеется, должны быть атомар​ными. 

С помощью этих правил можно определять простые типы и строить из них составные типы любой степени сложности. Од​нако на практике недостаточно иметь только один универсаль​ный метод объединения составляющих типов в составной тип. С учетом практических нужд представления и использования универсальный язык должен располагать несколькими метода​ми объединения. Они могут быть эквивалентными в математичес​ком смысле и различаться операциями для выбора компонент по​строенных значений. Основные рассматриваемые методы в Си позволяют строить следующие объекты: массивы, структуры, перечисления. Более сложные объединения обычно не описываются как "статические типы", а "динамически" созда​ются во время выполнения программы, причем их размер и вид могут изменяться — это списки, кольца, деревья и вообще конечные графы.

Переменные и типы данных вводятся в программу для того, чтобы их использовать в каких-либо вычислениях. Следователь​но, нужно иметь еще и множество некоторых операций. Для каж​дого из стандартных типов в языке предусмотрено некоторое мно​жество примитивных, стандартных операций, а для различных методов объединения — операции селектирования компонент и соответствующая нотация. Сутью искусства программирования обычно считается умение составлять операции. Однако мы уви​дим, что не менее важно умение составлять данные.

1.2. Абстрактные типы данных
Изучить язык программирования не так уж сложно, однако уметь программировать — это уметь конструировать, в том числе — структуры данных (СД). Прямолинейное использование СД, предусмотренных языком, чаще всего не ведет к созданию программы высокого качества.
АТД – это математическая модель плюс различные операторы, определенные в рамках этой модели. Примером АТД могут служить множества целых чисел с операторами объединения, пересечения и разности множества. Мы можем разрабатывать алгоритм в терминах АТД, но для реализации алгоритма в конкретном языке программирования необходимо найти способ представления АТД в терминах типов данных и операторов, поддерживаемых данным языком программирования. Для представления АТД используются СД, которые представляют собой набор переменных, возможно различных типов данных, объединенных определенным образом.
Имеется целый арсенал абстрактных СД (АСД), существуют многочисленные их реализации, отработаны приемы работы с ними. Надо научиться

· представлять информационные структуры своих задач в понятиях АСД;

· выражать АСД средствами языка программирования;

· выбирать из реализаций СД наиболее подходящую.

Рассмотрим виды абстрактных структур данных.
Базовым строительным блоком структуры данных является ячейка, которая предназначена для хранения значения определенного базового или составного типа данных. Структуры данных создаются путем задания имен совокупностям (агрегатам) ячеек. В качестве простейшего механизма агрегирования ячеек можно применять одномерный массив, то есть последовательность ячеек определенного типа. Массив также можно рассматривать как отображение множества индексов (1, 2, . . ., n) в множество ячеек. Ссылка на ячейку обычно состоит из имени массива и значения из множества индексов данного массива.
Индексирование на множестве X — это отображение индексов j:

              Х-> {1,2,3,... ,|Х|},

где |Х| обозначает мощность множества X, т. е. число элементов. Следование элементов x[j] множества сводится к следованию приписанных им элементов отображения — индексов: х[2] следует за х[1], х[3] за х[2] и т.д. Такая линейная структура называется вектором.  Индекс — это как бы внешнее свойство элемента, сродни имени, ибо по индексу идет прямое обращение к элементу. 

Индекс может быть сложным, и тогда используется термин матрица (две составляющих в индексе: номер строки, номер столбца) или многомерная структура (несколько составляющих). Сквозной линейный порядок их элементов задается вводом старшинства составляющих индекса. Если номер строки матрицы сделать главным, он будет определять глобальный порядок: сначала идут все элементы 1-й строки, потом — 2-й и т.д.; номер столбца определит локальный (действующий в пределах строки) порядок. 
Другим общим механизмом агрегирования в языках программирования является структура. Структуру можно рассматривать как ячейку, состоящую из нескольких других ячеек (называемых полями), значения в которых могут быть разных типов. Структуры часто группируются в массивы, тип данных определяется совокупностью типов полей структуры.
Третий метод агрегирования ячеек - это файл. Файл, как и одномерный массив, является последовательностью значений определенного типа. Однако файл не имеет индексов. Его элементы доступны только в том порядке, в котором они были записаны в файл. В отличие от файла, массивы и массива структур являются структурами с «произвольным доступом», подразумевая под этим, что время доступа к компонентам массива или массива структур не зависит от значения индекса. Достоинства агрегирования с помощью файла заключается в том, что файл не имеет ограничения на количество составляющих его элементов и это количество может изменяться во время выполнения программы.
Знакомство с новыми структурами данных начнем с рассмотрения структуры дерево. Например: У Ноя было три сына: Иафет, Хам и Сим; у Иафета— 7 сыновей, у Хама —  четверо, у Сима — пятеро и т, д.:

Для наглядности отношение "отец-сын" показано на рисунке ребрами (линиями), соединяющими узлы (личные имена) и тем самым проявлены "трассы наследования", идущие от любого предка к его потомкам, например, <НОЙ - Хам - Ханаан>. Эта структура из узлов и ребер, не имеющая циклов (замкнутых контуров), называется деревом, точнее, корневым деревом, ибо узел НОЙ — выделен (он "старше всех") и называется корнем. В отличие от линейного порядок в дереве именуют древесным, хотя на каждой отдельной трассе — линейный порядок, отражающий порядок наследования; по сути своей корневое дерево является ориентированным и ребра можно снабдить стрелками
. Направленное ребро называют дугой.
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Относящиеся к узлам термины отец, сын, брат, предок, потомок применяются в корневом дереве любого содержания. Сыновья узла образуют его частное множество. Узел с пустым частным множеством называют листом дерева. Узел со всеми его потомками образует поддерево.

Слово трасса заменим общепринятым термином путь. Длина пути между узлами измеряется числом ребер. Путь между 2 узлами в дереве всегда единственный; это предпосылка следующих определений. Глубиной узла называют длину пути между ним и корнем. Например, узел Ханаан имеет глубину 2, узел НОЙ — 0. Все узлы равной глубины образуют ярус дерева (это как бы поколение). Глубина используется как номер яруса. Высота узла — длина самого длинного пути к листу-потомку этого узла. Высота корня дерева — это и высота дерева.

Обратите внимание на рекурсию: каждый узел является корнем в дереве (поддереве), где, кроме этого узла, лишь его потомки. Лист — корень в дереве единичной мощности.

Бинарное  (двоичное) дерево  (бд) - важнейший класс корневых деревьев, БД либо пусто, либо состоит из корня и двух непересекающихся БД, называемых левым и правым поддеревьями данного корня (определение рекурсивное). Для разнообразия возьмем пример БД с ориентацией ребер от листьев к корню.

Выбор всех узлов дерева строго по одному разу называют прохождением или обходом дерева (его варианты рассмотрены в п. 7.3). Обход дает нам тот или иной линейный порядок на множестве узлов.
Линейные списки являются частным случаем деревьев. Линейный список является бинарным деревом, у которого отсутствуют все левые или все правые поддеревья. Это вырожденные деревья.
Родословная не является деревом, если во множестве предков случались браки между родственниками. Такую ориентированную структуру называют решеткой. В решетке между 2 узлами может быть и не один путь.

Структуру, состоящую из множества непересекающихся деревьев, называют лесом. Чтобы пройти все узлы в лесе, надо  дополнительно задать порядок деревьев. Леса (деревья) с дополнительным порядком для деревьев (для вершин в частных множествах), называют упорядоченными.

Леса, деревья, решетки — это частные случай структуры, называемой сетью. 
Рассмотренные структуры — умозрительные, т.е. абстрактные. Мы абстрагируемся не только от содержания (смысла) элементов, мы не учитываем здесь динамику и вложения структур, имеющие место на практике, всякие "наслоения".
1.3. Анализ алгоритмов
Одну и ту же задачу могут решать много алгоритмов. Эффектив​ность работы каждого из них описывается разнообразными характери​стиками. Прежде чем анализировать эффективность алгоритма, нужно доказать, что данный алгоритм правильно решает задачу. В против​ном случае вопрос об эффективности не имеет смысла. Если алгоритм решает поставленную задачу, то мы можем посмотреть, насколько это решение эффективно. При анализе алгоритма определяется количество «времени», необхо​димое для его выполнения. Это не реальное число секунд или других промежутков времени, а приблизительное число операций, выполняе​мых алгоритмом. Число операций и измеряет относительное время выполнения алгоритма. Таким образом, будем называть «временем» вычислительную сложность алгоритма. Фактическое коли​чество секунд, требуемое для выполнения алгоритма на компьютере, непригодно для анализа, поскольку нас интересует только относитель​ная эффективность алгоритма, решающего конкретную задачу. Вы также увидите, что и вправду время, требуемое на решение задачи, не очень хороший способ измерять эффективность алгоритма, потому что алгоритм не становится лучше, если его перенести на более быстрый компьютер, или хуже, если его исполнять на более медленном.

На самом деле, фактическое количество операций алгоритма на тех или иных входных данных не представляет большого интереса и не очень много сообщает об алгоритме. Вместо этого нас будет интересо​вать зависимость числа операций конкретного алгоритма от размера входных данных. Мы можем сравнить два алгоритма по скорости роста числа операций. Именно скорость роста играет ключевую роль, поскольку при небольшом размере входных данных алгоритм А может требовать меньшего количества операций, чем алгоритм В, но при росте объема входных данных ситуация может поменяться на противоположную.

Два самых больших класса алгоритмов — это алгоритмы с повто​рением и рекурсивные алгоритмы. В основе алгоритмов с повторением лежат циклы и условные выражения; для анализа таких алгоритмов тре​буется оценить число операций, выполняемых внутри цикла, и число итераций цикла. Рекурсивные алгоритмы разбивают большую задачу на фрагменты и применяются к каждому фрагменту по отдельности. Такие алгоритмы называются иногда «разделяй и властвуй», и их ис​пользование может оказаться очень эффективным. В процессе решения большой задачи путем деления ее на меньшие создаются небольшие, простые и понятные алгоритмы. Анализ рекурсивного алгоритма тре​бует подсчета количества операций, необходимых для разбиения задачи на части, выполнения алгоритма на каждой из частей и объединения отдельных результатов для решения задачи в целом. Объединяя эту информацию и информацию о числе частей и их размере, мы можем вывести рекуррентное соотношение для сложности алгоритма. Полу​ченному рекуррентному соотношению можно придать замкнутый вид, затем сравнивать результат с другими выражениями.

Анализируя алгоритм, можно получить представление о том, сколь​ко времени займет решение данной задачи при помощи данного ал​горитма. Для каждого рассматриваемого алгоритма мы оценим, на​сколько быстро решается задача на массиве входных данных длины N. Одну и ту же задачу можно решить с помощью различных алгорит​мов. Анализ алгоритмов дает нам инструмент для выбора алгоритма. При анализе эффективности алгоритмов нас будет в первую очередь интересовать вопрос времени, но в тех случаях, когда память играет существенную роль, будем обсуждать и ее.

1.3.1. Сложность по памяти
Мы будем обсуждать в основном сложность алгоритмов по време​ни, однако кое-что можно сказать и про то, сколько памяти нужно тому или иному алгоритму для выполнения работы. На ранних этапах раз​вития компьютеров при ограниченных объемах компьютерной памяти (как внешней, так и внутренней) этот анализ носил принципиальный характер. Все алгоритмы разделяются на такие, которым достаточно ограниченной памяти, и те, которым нужно дополнительное простран​ство. Нередко программистам приходилось выбирать более медленный алгоритм просто потому, что он обходился имеющейся памятью и не требовал внешних устройств.

При взгляде на программное обеспечение, предлагаемое на рынке сегодня, ясно, что подобный анализ памяти проведен не был. Объем памяти, необходимый даже для простых программ, исчисляется мега​байтами. Разработчики программ, похоже, не ощущают потребности в экономии места, полагая, что если у пользователя недостаточно па​мяти, то он пойдет и купит 32 мегабайта (или более) недостающей для выполнения программы памяти или новый жесткий диск для ее хране​ния. В результате компьютеры приходят в негодность задолго до того, как они действительно устаревают.

1.3.2. Классы входных данных
При анализе алгоритма выбор входных данных может существенно повлиять на его выполнение. Скажем, некоторые алгоритмы сортиров​ки могут работать очень быстро, если входной список уже отсортиро​ван, тогда как другие алгоритмы покажут весьма скромный результат на таком списке. А вот на случайном списке результат может оказать​ся противоположным. Поэтому нельзя ограничиваться анализом поведения алгоритмов на одном входном наборе данных. Практически нужно искать такие данные, которые обеспечивают как самое бы​строе, так и самое медленное выполнение алгоритма. Кроме того, необходимо оценивать и среднюю эффективность алгоритма на всех возмож​ных наборах данных.

1.3.3. Наилучший случай
Наилучшим случаем для алгорит​ма является такой набор данных, на котором алгоритм выполняется за минимальное время. Такой набор данных представляет собой комбина​цию значений, на которой алгоритм выполняет меньше всего действий. Если мы исследуем алгоритм поиска, то набор данных является наи​лучшим, если искомое значение (обычно называемое целевым значением или ключом) записано в первой проверяемой алгоритмом ячейке. Та​кому алгоритму, вне зависимости от его сложности, потребуется одно сравнение. Заметим, что при поиске в списке, каким бы длинным он ни был, наилучший случай требует постоянного времени. Вообще, время выполнения алгоритма в наилучшем случае очень часто оказывается маленьким или просто постоянным.

1.3.4. Наихудший случай
Анализ наихудшего случая чрезвычайно важен, поскольку он позво​ляет представить максимальное время работы алгоритма. При анали​зе наихудшего случая необходимо найти входные данные, на которых алгоритм будет выполнять больше всего работы. Для алгоритма поис​ка подобные входные данные — это список, в котором искомый ключ окажется последним из рассматриваемых или вообще отсутствует. В результате может потребоваться N сравнений. Анализ наихудшего слу​чая дает верхние оценки для времени работы частей нашей программы в зависимости от выбранных алгоритмов.

1.3.5. Средний случай
Анализ среднего случая является самым сложным, поскольку он тре​бует учета множества разнообразных деталей. В основе анализа лежит определение различных групп, на которые следует разбить возможные входные наборы данных. На втором шаге определяется вероятность, с которой входной набор данных принадлежит каждой группе. На тре​тьем шаге подсчитывается время работы алгоритма на данных из ка​ждой группы. Время работы алгоритма на всех входных данных одной группы должно быть одинаковым, в противном случае группу следует подразбить. Среднее время работы вычисляется по формуле
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где через n обозначен размер входных данных, через m — число групп, через pi — вероятность того, что входные данные принадлежат группе с номером i, а через ti — время, необходимое алгоритму для обработки данных из группы с номером i.

Если предположить, что вероятности по​падания входных данных в каждую из групп одинаковы. Другими сло​вами, если групп пять, то вероятность попасть в первую группу такая же, как вероятность попасть во вторую, и т.д., то есть вероятность попасть в каждую группу равна 0.2. В этом случае среднее время рабо​ты можно либо оценить по предыдущей формуле, либо воспользоваться эквивалентной ей упрощенной формулой
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справедливой при равной вероятности всех групп.

1.3.6. Скорости роста сложности

Точное знание количества операций, выполненных алгоритмом, не играет существенной роли в анализе алгоритмов. Куда более важным оказывается скорость роста этого числа при возрастании объема вход​ных данных. Она называется скоростью роста алгоритма. Небольшие объемы данных не столь интересны, как то, что происходит при воз​растании этих объемов.

Нас интересует только общий характер поведения алгоритмов, а не подробности этого поведения. Если внимательно посмотреть на рис. 1.1, то можно отметить следующие особенности поведения графи​ков функций. Функция, содержащая х2, сначала растет медленно, од​нако при росте х ее скорость роста также возрастает. Скорость роста функций, содержащих х, постоянна на всем интервале значений пере​менной. Функция 2*log х вообще не растет, однако это обман зрения. 
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Рис. 2.1. Графики четырех функций

На самом деле она растет, только очень медленно. Относительная высота значений функций также зависит от того, большие или маленькие зна​чения переменной мы рассматриваем. Сравним значения функций при х = 2. Функцией с наименьшим значением в этой точке является х2/8, а с наибольшим — функция х + 10. Однако с возрастанием х функция х2/8 становится и остается впоследствии наибольшей.

При анализе алгоритмов нас будет интересовать скорее класс скорости роста, к которому относится алгоритм, нежели точное количество выполняемых им операций каждого типа. 

Данные с рис. 2.1 иллюстрируют еще одно свойство функций. Быстрорастущие функции доминируют функции с более медленным ро​стом. Поэтому если мы обнаружим, что сложность алгоритма предста​вляет собой сумму двух или нескольких таких функций, то можно отбросить все функции кроме тех, которые растут быстрее всего. Если, например, установлено при анализе алгоритма, что он делает х3 - 30х сравнений, то мы будем говорить, что сложность алгоритма растет как х3. Причина этого в том, что уже при 100 входных дан​ных разница между х3 и х3 –30х составляет лишь 0.3%. 
1.3.7. Классификация скоростей роста
Отбросив все младшие члены, мы по​лучаем то, что называется порядком функции или алгоритма, скоро​стью роста сложности которого она является. Алгоритмы можно сгруп​пировать по скорости роста их сложности. Мы вводим три категории: алгоритмы, сложность которых растет по крайней мере так же быстро, как данная функция, алгоритмы, сложность которых растет с той же скоростью, и алгоритмы, сложность которых растет медленнее, чем эта функция.

1.3.7.1. Омега большое

Класс функций, растущих по крайней мере так же быстро, как f, мы обозначаем через Ω(f) (читается омега большое). Функция g при​надлежит этому классу, если при всех значениях аргумента n, больших некоторого порога n0, значение g(n) > cf(n) для некоторого положи​тельного числа с. Можно считать, что класс Ω(f) задается указанием свой нижней границы: все функции из него растут по крайней мере так же быстро, как f.

Мы занимаемся эффективностью алгоритмов, поэтому класс Ω(f) не будет представлять для нас большого интереса: например, в Ω(n2) входят все функции, растущие быстрее, чем n2, скажем n3 и 2n.

1.3.7.2. О большое

На другом конце спектра находится класс O(f) (читается о боль​шое). Этот класс состоит из функций, растущих не быстрее f. Функ​ция f образует верхнюю границу для класса O(f). Функция g принадлежит классу O(f), если g(n) ≤ cf(n) для всех n, больших некоторого порога n0, и для некоторой положительной константы с.
Этот класс чрезвычайно важен для нас. Про два алгоритма нас будет интересовать, принадлежит ли сложность первого из них классу О большое от сложности второго. Если это так, то, значит, второй алгоритм не лучше первого решает поставленную задачу.

1.3.7.3. Тета большое

Через Θ(f) (читается тета большое) мы обозначаем класс функций, растущих с той же скоростью, что и f. С формальной точки зрения этот класс представляет собой пересечение двух предыдущих классов, Θ(f) = Ω(f) ∩ O(f).

При сравнении алгоритмов нас будут интересовать такие, которые решают задачу быстрее, чем уже изученные. Поэтому, если найденный алгоритм относится к классу Θ , то он не очень интересен. 

2. Структуры с индексированием
Векторы, матрицы и многомерные структуры с индексом назовем протомассивами. Протомассивы обычно представляют массивами. Размером элемента и структуры в целом назовем число занимаемых ими байт памяти.

 
При переходе от абстрактных к реальным структурам не следует бездумно копировать одно в другое. Например, если матрица обрабатывается строка за строкой (нет совместной обработки строк), можно и не использовать двумерный массив.

 
Если протомассив по ходу решения расширяется (сокращается), а максимум его мощности не слишком велик, в определении реальной структуры — массива, указывают этот максимум. Какое-то время часть массива просто не используется.

 
Этот способ не применим, если размер массива больше допустимого(65535 байт); это так называемый выход из сегментной памяти, или сумма размеров всех массивов, используемых в задаче, превышает указанный предел.

 
Выручить может применение динамической памяти. Правда, и она не безгранична, но ход решения может быть таким, что одни протомассивы растут, занимая память, а другие убывают, освобождая необходимое пространство. Учет ресурсов памяти ведет система.
2.1. Поиск и выборка в структурах с индексированием
Свобода обращения к различным позициям массива — одна из предпосылок возникновения разнообразных алгоритмов их упорядочения; напротив, вынужденная последовательная обработка элементов строк (списков) нужного "простора" не дает. Аналогична ситуация с поиском.

Компоненты структур (записи) могут быть сложными. В структурах с индексированием есть прекрасная возможность сокращения времени упорядочения сложных записей: если индексы разместить в отдельном массиве-оглавлении, процесс упорядочения можно свести к их перестановкам. Правдами результат упорядочения придется "наблюдать через призму оглавления", ибо физическое размещение записей остается неизменным.
Поиск необходимой информации в списке — одна из фундаментальных задач теоретического программирования. При обсуждении алгорит​мов поиска предположим, что информация содержится в записях, составляющих некоторый список, который представляет собой массив данных в программе. Записи, или элементы списка, идут в массиве последовательно и между ними нет промежутков. Номера записей в списке идут от 0 до N-1 — полного числа записей. В принципе записи могут быть составлены из полей, однако нас будут интересовать зна​чения лишь одного из этих полей, называемого ключом. Списки могут быть неотсортированными или отсортированными по значению ключе​вого поля. В неотсортированном списке порядок записей случаен, а в отсортированном они идут в порядке возрастания ключа.

В алгоритмах поиска нас интересует процесс просмотра списка в поисках некоторого конкретного элемента, называемого целевым. При последовательном поиске мы всегда будем предполагать, хотя в этом и нет особой необходимости, что список не отсортирован, поскольку некоторые алгоритмы на отсортированных списках показывают луч​шую производительность. Обычно поиск производится не просто для проверки того, что нужный элемент в списке имеется, но и для того, чтобы получить данные, относящиеся к этому значению ключа. Напри​мер, ключевое значение может быть номером сотрудника или порядко​вым номером, или любым другим уникальным идентификатором. После того, как нужный ключ найден, программа может, скажем, частично изменить связанные с ним данные или просто вывести всю запись. Во всяком случае, перед алгоритмом поиска стоит важная задача опреде​ления местонахождения ключа. Поэтому алгоритмы поиска возвраща​ют индекс записи, содержащей нужный ключ. Если ключевое значение не найдено, то алгоритм поиска обычно возвращает значение индекса, превышающее верхнюю границу массива. Для наших целей мы будем предполагать, что элементы списка имеют номера от 0 до N-1. Это по​зволит нам возвращать N в случае, если целевой элемент отсутствует в списке. Для простоты мы предполагаем, что ключевые значения не повторяются.

2.1.1. Линейный (последовательный) поиск

Если нет никакой дополнительной информации о разыскиваемых данных, то очевидный подход — простой последовательный про​смотр массива с увеличением шаг за шагом той его части, где же​лаемого элемента не обнаружено. Такой метод называется линейным поиском. Условия окончания поиска таковы:

1. Элемент найден, т. е. аi = х.

2. Весь массив просмотрен и совпадения не обнаружено.

Это дает нам линейный алгоритм:

Алгоритмы поиска возвращают значение индекса записи, содержащей нужный ключ. Если ключевое значение не найдено, то алгоритм поиска обычно возвращает значение индекса превышающее верхнюю границу массива. 

LineSearch(list, target, N)

list
список просмотра
target
целевое значение

N
число элементов в списке

    for i=0 to N-1 


if (target==list[i])


return i;

end if;
      end for;
return i;            // вернет N
end.
Очевидно, что чем дальше в списке находится искомый элемент, тем дольше работает алгоритм.
2.1.2. Поиск делением пополам (двоичный поиск)

При сравнении целевого значения со средним элементом отсортиро​ванного списка возможен один из трех результатов: значения равны, целевое значение меньше элемента списка, либо целевое значение боль​ше элемента списка. В первом, и наилучшем, случае поиск завершен. В остальных двух случаях мы можем отбросить половину списка.

Когда целевое значение меньше среднего элемента, мы знаем, что если оно имеется в списке, то находится перед этим средним элемен​том. Когда же оно больше среднего элемента, мы знаем, что если оно имеется в списке, то находится после этого среднего элемента. Это​го достаточно, чтобы мы могли одним сравнением отбросить половину списка. При повторении этой процедуры мы сможем отбросить полови​ну оставшейся части списка. В результате мы приходим к следующему алгоритму:

BinarySearch(list, target, N)

list
список просмотра

target
целевое значение

N
число элементов в списке

start=0;
end=N-1;
while (start<=end) 

middle= (start+end)/2;

if (list[middle] < target)


start=middle+1;

else if (list[middle] > target)


           end=middle-1;


else 
return middle;
end if;
end while;
return 0;
end.

В этом алгоритме переменной start присваивается значение, на 1 большее, чем значение переменной middle, если целевое значение превышает значение найденного среднего элемента. Если целевое значение меньше значения найденного среднего элемента, то переменной end при​сваивается значение, на 1 меньшее, чем значение переменной middle. Сдвиг на 1 объясняется тем, что в результате сравнения мы знаем, что среднее значение не является искомым, и поэтому его можно исключить из рассмотрения.

2.1.3. Выборка

Иногда нам нужен элемент из списка, обладающий некоторыми спе​циальными свойствами, а не имеющий некоторое конкретное значение. Другими словами, вместо записи с некоторым конкретным значением поля нас интересует, скажем, запись с наибольшим, наименьшим или средним значением этого поля. В более общем случае нас может инте​ресовать запись с К-ым по величине значением поля.

Один из способов найти такую запись состоит в том, чтобы отсор​тировать список в порядке убывания; тогда запись с К-ым по величи​не значением окажется на К-ом месте. На это уйдет гораздо больше сил, чем необходимо: значения, меньшие искомого, нас, на самом деле, не интересуют. Может пригодиться следующий подход: мы находим наибольшее значение в списке и помещаем его в конец списка. Затем мы можем найти наибольшее значение в оставшейся части списка, ис​ключая уже найденное. В результате мы получаем второе по величине значение списка, которое можно поместить на второе с конца место в списке. Повторив эту процедуру К раз, мы найдем К-ое по величине значение. В результате мы приходим к алгоритму

FindKthLargest(list, K, N) 

list
список просмотра

K
порядковый номер по величине требуемого элемента

N
число элементов в списке

for i=0 to K 


largest=list[0];

largestLoc=0;


for j=1  to N-i 



if (list[j]>largest) 




largestLoc=j;



largest=list[j];


end if;

end for;

Swap(list[N-i-1],list[argestLoc]);
end for;
return largest;
end.
2.2. Усечение структур с индексированием
Типичны прямоугольные структуры с индексированием, однако случаются и иные конфигурации протомассивов (верхняя и нижняя треугольные матрицы, тридиагональная матрица и т.п.). Число строк матрицы обозначим ns (считаем с 1).

Можно занести в одномерный массив _А в таком порядке:

A0,0, А1,0, А1,1, А2,0, А2,1 А2,2, А3,0 и т.д.

Номер k позиции, занимаемой элементом Аij в массиве  А, задает выражение

k = i*(i+1)/ 2 + j.

Число элементов массива А, если в матрице присутствует главная диагональ
, можно задать константным выражением (ns * ns + ns) /2.
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Для удобства пользования можно составить функцию, получающую номер строки и столбца (I, j) и возвращающую значение элемента А[к]:

        
Func1(i,j) {
            
    
return А[i*(i+1) /2 + j];
        
}


Занесение в массив  А значения z элемента Аi,j матрицы выполняет процедура

        

Func2(i,j,z) {
        


A[i*(i+1) / 2+j] = z ;


}

 
При изъятии главной диагонали из нижней треугольной матрицы выражение для k остается простым:

             k = i*(i-1)/2 + j.

 
Выражение k для верхней треугольной матрицы, включающей главную диагональ, также несложное:

              k = (ns + ns-i+1)*i/ 2 + j.

 
При исключении главной диагонали оно претерпит изменение:

  k = (ns + ns - i -1)*i / 2 + j -1.

Размер массива А для треугольных матриц без плавной диагонали задают константным выражением (ns * ns - ns) / 2.

 
Тридиагональную матрицу, содержащую главную диагональ и 2 соcедние (сверху и снизу) диагонали, обычно представляют тремя одномерными массивами; ее несложно представить одним массивом А, содержащим  3 * ns — 2 компонентов.


Данные выше представления треугольных матриц сокращают примерно вдвое расход памяти, причем в случае прямого использования формулы для k практически не снижают производительности программы. Применение функций Func1 и Func2, для доступа к элементам снижает её ощутимо ("плата за удобства").

 
Усеченные структуры используют, например, представляя симметричные отношения объектов во множестве. Так, отношение "связанны ребром — не связаны" попарно применяется к узлам неориентированного  графа. Если объекты сочетаются по три и хранится характеристика каждого сочетания (усеченный протомассив — трехмерный), используемая память сокращается в n3/С3n раз
. Даже если объектов всего 10, в массиве - "кубе" мы имеем 1000 элементов, а при усечении структуры-всего лишь 120.

3. Динамические структуры данных
Наиболее простой способ связать некоторое множество элементов -  это организовать линейный список. При такой организации элементы некоторого типа образуют цепочку.  Для связывания элементов в списке используют систему указателей. В рассматриваемом случае любой элемент линейного списка имеет один указатель, который указывает на следующий элемент в списке или является пустым указателем, что означает конец списка.

Многие задачи программирования используют динамические структуры данных. Например, организация каталога книг в библиотеке. Нельзя заранее определить количество книг, числящихся в библиотечном фонде, так как идет постоянное поступление новых книг и списание старых. Для реализации таких задач существуют различные связные списки: однонаправленные, двунаправленные; циклические и т.д.
3.1.1.  Однонаправленные связные списки

Элементы списка называются узлами. Узел представляет собой объект, содержащий в себе указатель на другой объект того же типа и данные. Очевидным способом реализации узла является структура:
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struct TelNum   {                                    

   TelNum * next;  //указатель на следующий элемент  

   long telephon;   // данные                         

   char name[30];  // данные                         

};                                                   

TelNum *temp = new TelNum; - создается новый узел.

Список представляет собой последовательность узлов, связанных указателями, содержащимися внутри узла. Узлы списка создаются динамически в программе по мере необходимости с помощью соответсвующих функций и располагаются в различных местах динамической памяти. При уничтожении узла память обязательно освобождается. 

Простейшим списком является линейный или однонаправленный список. Признаком конца списка является  значение указателя на следующий элемент равное NULL. Для работы со списком должен существовать указатель на  первый  элемент - заголовок списка. Иногда удобно иметь и указатель на конец списка. 
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Указатель

заголовок


Основными операциями, производимыми со списками, являются обход, вставка и удаление узлов. Можно производить эти операции в начале списка, в середине и в конце.

Вставка узла

a) в начало списка
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temp->next = start;

start = temp;
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b) в середину списка


start
      current
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temp->next = current->next;
current->next = temp;
 temp






в) конец списка
[image: image208.png]Lt

[
Fow [T ] T




end

        temp
end->next = temp;

end = temp;

end->next = NULL;

Удаление узла из списка
а) первого узла
 
 start
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TelNum *del = start;

start = start->next;

delete del;

b) из середины списка
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  current

 del
TelNum *del = current->next;

current->next = del->next;

delete del;

c) в конце списка
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        current

 end


TelNum *del = end;

current->next=NULL;

delete del;

end = current;

// Пример программы работы с односвязным списком

#include <stdio.h>

#include <conio.h>

struct TelNum;

int printAllData(TelNum * start);

int inputData(TelNum * n);

struct TelNum

{

 TelNum * next;

 long number;

 char name[30];

};

//    Печать списка
int printAllData(TelNum * start){

 int c=0;

 for(TelNum * t=start;t; t= t->next)


 printf("#%3.3i   %7li   %s\n",++c,t->number,t->name);

 return 0;

}
//    Ввод данных в структуру n конец ввода - ввод нуля

//    в первое поле. Возвращает 1 если конец ввода

int inputData(TelNum * n){


printf("Номер?"); scanf("%7li",&n->number);


if(!n->number) return 1;


printf("Имя?  "); scanf("%30s",&n->name);


return 0;

}

void main(void){

  TelNum * start = NULL;
  TelNum * end = start;

do{                         //блок добавления записей


TelNum * temp = new TelNum;


if(inputData(temp)) {



 delete temp;



  break;


}


else
 { 

if(start==NULL) {




 temp->next  = start;




 start = temp;




 end = temp;



 }



 else {



 end->next=temp;



 end=temp;



 end->next=NULL;



 }


 }

  }while(1);

  printf("\nЗаписи после добавления новых:\n");

  printAllData(start);

  getch(); 


do{                        //блок удаления записей

TelNum * deleted = start;


start = start->next;


delete deleted;


printAllData(start);


getch();


}while(start!=NULL);

}

3.1.2.  Двунаправленные связные списки

Алгоритмы, приведенные выше, обладают  существенным  недостатком  - если необходимо произвести вставку или удаление перед заданным  узлом, то так как неизвестен адрес предыдущего узла, невозможно получить доступ к указателю на удаляемый (вставляемый) узел и для его поиска надо произвести обход списка, что для больших списков неэффективно. Избежать этого позволяет двунаправленный список, который имеет два указателя: один - на последующий узел, другой - на предыдущий.
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Интересным свойством такого списка является то, что для доступа к его элементам вовсе не обязательно хранить указатель на первый элемент. Достаточно иметь указатель на любой элемент списка. Первый элемент всегда можно найти по цепочке указателей на предыдущие элементы, а последний - по цепочке указателей на следующие.

Но наличие указателя на заголовок списка в ряде случаев ускоряет работу со списком.

3.2. Алгоритмы на динамических линейных структурах
Очень часто встречаются списки, в которых включение, исключение или доступ к элементам почти всегда производится в первом или последнем узлах.

3.2.1. Стек
Стек – линейные список, в котором все включения и исключения (обычно всякий доступ) делаются в одном конце списка. Стек называют пуш-даун списком, реверсивной памятью, гнездовой памятью, магазином, списком типа LIFO (Last Input, First Output), список йо-йо.

Стек представляет собой структуру данных, из которой первым извлекается тот элемент, который был добавлен в нее последним. Стек как динамическую структуру данных легко организовать на основе линейного списка. Для такого списка достаточно хранить указатель вершины стека, который указывает на первый элемент списка. Если стек пуст, то списка не существует и указатель принимает значение NULL.
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Стек

Рис. 1.1. Организация стека на основе линейного списка
3.2.2.  Стек ограниченного размера на базе массива

Когда максимальная мощность стека известна, стек можно представить массивом, При изменении числа элементов в стеке указатель верхушки стека (индекс i) будет смещаться:
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Проще всего исключить элемент — надо только уменьшить указатель i на 1. Для включения надо увеличить указатель i на 1, т.е. перейти к первой свободной позиции массива, и завести в нее новый элемент данных. Фактически мы имеем два стека; в одном массиве: стек данных, располагающийся от начала массива, и стек свободных позиций ("свободный"), занимающий конец массива. Если один стек увеличивается, другой автоматически уменьшается и наоборот. Пустое состояние любого из них является особым и требует контроля, ибо чтение элемента из пустого стека или добавление элемента при пустом свободном стеке является "криминалом".

 
Итак, абстрактная структура, не требующая индексирования, может реализовываться и в виде массива (в реальной структуре индексы появляются).
3.2.3.  Очереди

Очередь линейный список, в котором все включения производятся в одном конце списка, а все исключения (обычно и доступ) делаются на другом конце. Очередь называют еще циклической памятью, списком типа FIFO (First Input, First Output).
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Простая очередь

Рис. 1.2. Организация очереди на основе двусвязанного линейного списка
3.2.4.  Очередь ограниченного размера на базе массива

Изучим работу с такой очередью на примере.

B каждую из очередей A, В, С, D помещены в порядке неубывания n чисел. Построим единую упорядоченную последовательность. Пусть n = 4 и все 4 очереди представлены общим массивом X:
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Стрелками показаны головы очередей. Сначала из каждой пары (А,В),(C,D) построим новую очередь в другом массиве Y, а затем объединим полученные очереди, поместив результат в массив X.
3.2.5. Дек

Дек (очередь с двумя концами) – линейный список, в котором все включения и исключения (и обычно всякий доступ) делаются на обоих концах списка.

Дек или двусторонняя очередь, представляет собой структуру данных, в которой можно добавлять и удалять элементы с двух сторон. Дек достаточно просто можно организовать в виде двусвязанного ациклического списка. При этом первый и последний элементы списка соответствуют входам (выходам) дека. 

Дек                                                            Двусвязанный ациклический список
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Рис. 1.3. Организация дека на основе двусвязанного линейного списка

Простая очередь может быть организована на основе двусвязанного линейного списка. В отличие от дека простая очередь имеет один вход и один выход. При этом тот элемент, который был добавлен в очередь первым, будет удален из нее также первым.

3.2.6.  Дек (очередь) с ограниченным входом  (перечень, реестр)


Рис.1.4. Организация дека с ограниченным входом на основе 
  двусвязанного линейного списка
3.2.7.  Дек  (очередь)  с ограниченным выходом  (архив)



[image: image8]
Рис.1.5. Организация дека с ограниченным выходом на основе 
двусвязанного линейного списка

Очередь с ограниченным входом или с ограниченным выходом также как дек или очередь можно организовать на основе линейного двунаправленного списка.

Разновидностями очередей являются очередь с ограниченным входом и очередь с ограниченным выходом. Они занимают промежуточное положение между деком и простой очередью. 

Причем дек с ограниченным входом может быть использован как простая очередь или как стек. 

3.2.8. Кольцевой (циклический) список
Линейные списки характерны тем, что в них можно выделить первый и последний элементы, причем для однонаправленного линейного списка обязательно нужно иметь указатель на первый элемент.

В нем нет конца — элемента с пустой ссылкой, от любого элемента достижим любой; доступ к списку происходит через единственный указатель (PTR), даже если список представляет очередь:
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В такой список можно включать элемент "слева" или справа". Включение "слева": в элемент, указанный PTR заносят ссылку на новый элемент (показан пунктиром), связывая его со следующим элементом. Включение "справа": включают новый элемент "слева", а затем переносят на него ссылку PTR. Исключение производят лишь "слева"

 
При действиях "слева" мы имеем стек, но можно моделировать и очередь: включать "справа", а исключать "слева".

 
Выделение специального головного элемента, указываемого PTR, дает преимущества. Его не заполняют данными (Info), и он остается даже в пустом списке. Голова является как бы маркером "начла" и "конца" кольца.

Циклические списки также как и линейные бывают однонаправленными и двунаправленными. Основное отличие циклического списка состоит в том, что в списке нет пустых указателей.

Циклическим списком удобно представлять многочлен: каждый элемент соответствует одному члену, представляя коэффициент при нем и степени аргументов. Степени будут неотрицательными; Так, многочлен x6—6хy5+5y6 задают тремя элементами (кроме головы): (1,6,0),(-6,1,5),(5,0,6).

В качестве примеров использования циклических списков можно привести сложение и умножение  многочленов.
Каждый узел содержит: коэффициент со знаком, степени при x, y, z (ABC) и указатель на следующий узел. Если узел является последним или первым, то у него значение АВС=-1.

Алгоритм:

1. Присвоить указателю p начало списка Р. Указателю q=Q. Присвоить указателю q1 начало списка Q. Теперь они указывают на старшие члены многочлена.

2. Сравнить степени переменных двух узлов двух списков. ABC(p) < ABC(q), то установить q1=q, q=адрес следующего узла и повторить этот шаг. Если ABC(p) = ABC(q), то перейти к 3. Если ABC(p) > ABC(q), то перейти к 5.

3. Сложить коэффициенты. Если ABC(p) <0, то окончить алгоритм. В противном случае COEF(q)=COEF(q)+COEF(p). Если COEF(q)=0 перейти к 4, в противном случае установить q1=q, p=адрес следующего узла. q= адрес следующего узла. Перейти к 2.

4. Исключить нулевой узел из многочлена Q. Установить p=адрес следующего узла. Перейти к 2.

5. Включить новый член в многочлен Q. Перейти к 2.  



      Признак конца

Рассмотрим сложение многочленов — операцию над их представлениями, а не над значениями. Для нее список удобен потому, что заранее не ясно, сколько элементов представит многочлен-сумму. В полной же мере ощутить преимущества циклических списков вы сможете при реализации перемножения многочленов.

 
В книге Кнутта предлагается степени аргументов, сколько бы их ни было, представлять единым полем stepn (в нашем примере оно получило бы значения 60, 15, 06). Другими словами, каждому аргументу отводится отдельный разряд в специфической: системе счисления. Если упорядочить элементы списка по значению stepn, алгоритмы операций упрощаются, а сами операции с многочленами становятся быстрее. В голову списка заносят значение stepn = -1. 
     
Р = X5Y - 2Х3Y3+3Y2-2Y,

     
Q = X4Y2 + 2X3Y3-X2Y2.

 
Результат - многочлен X5Y + X4Y2 – Х2Y2+ 3Y2 - 2Y.

 
Поскольку списков мы не имеем вначале для Р формируется список (р), для Q— список (q); впоследствии список (q) представляет результирующий многочлен. Для наглядности значения коэффициентов и степеней мы поместили в исходные массивы РР, QQ, без которых вполне можно обойтись, осуществляя ввод данных в циклах формирования списков.

#include <stdio.h>

#include <conio.h>

int PP[4][3]= { {1,5,1},{-2,3,3},{3,0,2},{-2,0,1}};

int  QQ[3][3] ={{1,4,2},{2,3,3},{-1,2,2}};

struct zap { int coef, stepn;


        zap *ss;

                 };

  zap  *p,*q,*t,*q1;

void main() {

  int j;

  clrscr();





//Формирование списков (р) и (q)

  q=new zap; q1=q; q->coef =0; q->stepn =-1;  //Порождаем голову списка (q)

  for (j = 0; j< 3; j++)   {                    //Строим цепной список (q)

       t=new zap;  t->coef=QQ[j][0];

       t->stepn=QQ[j][1]*256 + QQ[j][2]; q1->ss = t; q1=t ;

   }

  q1->ss= q;                                   //Замкнули цепной список (q)

  p=new zap;  q1=p; p->coef=0; p->stepn =-1;  //Порождаем голову списка (р)

  for (j= 0; j< 4; j++)   {                    //Строим цепной список (р)

      t=new zap;  t->coef=PP[j][0];

      t->stepn=PP[j][1]*256 + PP[j][2];  q1->ss= t; q1=t;

  }

  q1->ss= p;                                  //Замкнули цепной список (р)

  q1 =q; q= q->ss;                  //Ставим указатель на начало списка (q)

  do {


 p= p->ss;  // В цикле while попросту пропускаем в списке (q) элементы,



      // которые "старше" - по степени - текущего элемента списка (р)


 while (q->stepn > p->stepn) {


      q1=q; q=q->ss;


 }


 if (q->stepn < p->stepn) { //Включаем в (q) новый элемент из (p)


      t= new zap;


      t->coef=p->coef;


      t->stepn=p->stepn;


      t->ss=q; q1->ss=t; q1=t;


 }


 else if (q->stepn >-1) {                  //Элементы с равными степенями,


      q->coef= q->coef + p->coef;    //суммируем коэффициенты


      if (q->coef==0)  {

         //если коэффициент равен 0



  t=q; q=q->ss; delete t; q1->ss=q;


      }


 }   //конец исключения элемента, если coef=0

   }while (q->stepn!=-1 || p->stepn!=-1);

   t=q->ss;             //p и q восстановились и снова указывают на головы

   if (t==q)  puts ("Получен пустой многочлен");

   else {


do{        //Цикл вывода одночленов, составляющих многочлен-сумму


     printf(" (%d, %d, %d)\n",t->coef, t->stepn/256,t->stepn&0x0f);


     t=t->ss;     //Продвижение по результирующему списку


}while(t!=q);

   }

}
Если бы многочлены имели 3—4 аргумента, полю-stepn мы дали бы long int.                                 

3.2.9.  Кольцевая очередь на базе массива
Пример с очередью на базе массива отражает простой случай, когда заранее известно, сколько элементов включается в очередь; переполнение ее невозможно. Общий случай реализовать труднее, ибо потребляется память с одной стороны очереди, а освобождается — с другой. Добавляя элементы, мы рано или поздно "упираемся" в конец массива, а его начало может быть не занятым. Выход один: считать, что 1-я позиция массива следует за последней, т.е. программным путем "свернуть его в кольцо". Состояния пустой и наибольшей очереди особые, но контролируются они в очереди-кольце не так, как особые состояние стека.

 
Прежде всего мы имеем два указателя: указатель i головы и конца (j) очереди. Всякий раз для исключения головного элемента просто продвигаем указатель головы i и если он миновал указатель конца, значит, очередь опустела. Перед добавлением элемента мы продвигаем указателе конца j и если он совпал с указателем головы (например из-за ошибки в определении размера массива или в порождении элементов), отменяем добавление.

 
Чтобы состояния наибольшей и пустой очереди были различимы в статике, предусматривают пустой (нерабочий) элемент в ее начале, на который и ссылаются указатели головы i и конца j, если очередь пуста. Этот элемент — стопор движению j, т. е. ситуация, когда i равно j + 1, соответствует наибольшей очереди; при этом ситуация i = 1, j = n — частный случай.

3.2.10.  Мультисписки (связное распределение)

Иногда возникают ситуации, когда имеется несколько разных списков, которые включают в свой состав одинаковые элементы. В таком случае при использовании традиционных списков происходит многократное дублирование динамических переменных и нерациональное использование памяти. Списки фактически используются не для хранения элементов данных, а для организации их в различные структуры. Использование мультисписков позволяет упростить эту задачу. 

Мультисписок состоит из элементов, содержащих такое число указателей, которое позволяет организовать их одновременно в виде нескольких различных списков. За счет отсутствия дублирования данных память используется более рационально.

cписок 1
                                     NULL                              

     a             b             c             d                             

cписок 2

                      NULL
      a             c             b          

          начало списков 1 и 2   
                                        NULL             мультисписок
       NULL                      NULL      

      a               b               c              d     

Элементы мультисписка

А  - множество элементов списка  1

В  - множество элементов списка  2

С – множество элементов мультисписка (C = A ( B)

1.7.11.Объединение двух линейных списков в один мультисписок
Экономия памяти – далеко не единственная причина, по которой применяют мультисписки. Многие реальные структуры данных не сводятся к типовым структурам, а представляют собой некоторую комбинацию из них. Причем комбинируются в мультисписках самые различные списки – линейные и циклические, односвязанные и двунаправленные.

Пример: Имеется список, в котором каждый узел является описанием человека. Имеются четыре поля связи: ПОЛ, ВОЗРАСТ, ГЛАЗА, ВОЛОСЫ. 
Struct person { //данные


Pol *p;



Year
*y;



Hear *h;



Glaza
*g;};

В поле глаза мы связываем все узлы с одним цветом глаз и т.д. затем реализуются алгоритмы для включения людей в этот список, удаление из списка, ответы на запросы, например, «Найти всех голубоглазых блондинок в возрасте 21 год».
     ПОЛ

ВОЗРАСТ

ГЛАЗА
ВОЛОСЫ


Использование циклических списков для работы с разряженными матрицами. В каждом узле следующие поля: строка, столбец, значение, указатели вверх, влево.
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При размере матрицы 200х200 нужно 40000 слов, а для разряженной матрицы значительно меньше.

Головы списков
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Рис.1.6. Пример организации разряженной матрицы на циклических списках

4. АЛГОРИТМЫ СОРТИРОВКИ
4.1. Сортировка вставками
Основная идея сортировки вставками состоит в том, что при доба​влении нового элемента в уже отсортированный список его стоит сразу вставлять в нужное место вместо того, чтобы вставлять его в произ​вольное место, а затем заново сортировать весь список. Сортировка вставками считает первый элемент любого списка отсортированным списком длины 1. Двухэлементный отсортированный список создается добавлением второго элемента исходного списка в нужное место од​ноэлементного списка, содержащего первый элемент. Теперь можно вставить третий элемент исходного списка в отсортированный двух​элементный список. Этот процесс повторяется до тех пор, пока все элементы исходного списка не окажутся в расширяющейся отсортиро​ванной части списка.

InsertSort(list,N) 

list    сортируемый список элементов 

N число элементов в списке 

for i=1 to N-1 


newElement=list[i] ;

loc=i-l;

while (loc >= 0)  &&  (list[loc]>newElement)  

                                             // сдвигаем все элементы,  большие очередного 



list[loc+1]=list[loc] ;


loc=loc-l ;

end while;

list[loc+1]=newElement ;
end for;
end.

Этот алгоритм заносит новое вставляемое значение в переменную newElement. Затем он освобождает место для этого нового элемен​та, подвигая (в цикле while) все большие элементы на одну позицию в массиве. Последняя итерация цикла переносит элемент с номером loc+1 в позицию loc+2. Это означает, что позиция loc+1 освобождается для «нового» элемента.

Таким образом, сложность сор​тировки вставками в наихудшем и среднем случае равна
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4.2. Пузырьковая сортировка
Перейдем теперь к пузырьковой сортировке. Ее основной принцип состоит в выталкивании маленьких значений на вершину списка в то время, как большие значения опускаются вниз. У пузырьковой сорти​ровки есть много различных вариантов. В этом параграфе мы опишем один из них.
Алгоритм пузырьковой сортировки совершает несколько проходов по списку. При каждом проходе происходит сравнение соседних элемен​тов. Если порядок соседних элементов неправильный, то они меняются местами. Каждый проход начинается с начала списка. Сперва срав​ниваются первый и второй элементы, затем второй и третий, потом третий и четвертый и так далее; элементы с неправильным порядком в паре переставляются. При обнаружении на первом проходе наиболь​шего элемента списка он будет переставляться со всеми последующими элементами пока не дойдет до конца списка. Поэтому при втором про​ходе нет необходимости производить сравнение с последним элементом. При втором проходе второй по величине элемент списка опустится во вторую позицию с конца. При продолжении процесса на каждом про​ходе по крайней мере одно из следующих по величине значений встает на свое место. При этом меньшие значения тоже собираются наверху. Если при каком-то проходе не произошло ни одной перестановки эле​ментов, то все они стоят в нужном порядке, и исполнение алгоритма можно прекратить. Стоит заметить, что при каждом проходе ближе к своему месту продвигается сразу несколько элементов, хотя гаранти​рованно занимает окончательное положение лишь один.

BubbleSort(list,N)

list сортируемый список элементов

N    число элементов в списке

number=N ;
swapp=1 ;
while swapp 


number=number-1 ;

swapp=0 ;

for i=0 to number-1  


    if  list[i]   > list[i+l]  


Swap(list[i] ,list[i+l]);


swapp=1 ;

    end if ;

end for ;
end while;
end.
В лучшем случае будет выполнено N-1 сравнений, что про​исходит при отсутствии перестановок на первом проходе. Это означа​ет, что наилучший набор данных представляет собой список элементов, уже идущих в требуемом порядке.

В наихудшем случае при обратном порядке входных данных процесс перестановок повторяется для всех элементов, поэтому цикл for будет повторен N—1 раз. В этом случае максимальным оказывается как число сравнений, так и число пе​рестановок. 
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В среднем случае предположим, что появле​ние прохода без перестановки элементов равновероятно в любой из этих моментов. В результате приходим к равенству
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4.2.1. Модификации алгоритма пузырьковой сортировки
1. Еще в одном варианте пузырьковой сортировки запоминается ин​формация о том, где произошел последний обмен элементов, и при следующем проходе алгоритм не заходит за это место. Если по​следними поменялись i-ый и i + 1-ый элементы, то при следующем проходе алгоритм не сравнивает элементы за i-м.

2. Еще в одном варианте пузырьковой сортировки нечетные и чет​ные проходы выполняются в противоположных направлениях: не​четные проходы в том же направлении, что и в исходном варианте, а четные — от конца массива к его началу. При нечетных прохо​дах большие элементы сдвигаются к концу массива, а при четных проходах — меньшие элементы двигаются к его началу.

3. В третьем варианте пузырьковой сортировки идеи первого и вто​рого измененных вариантов совмещены. Этот алгоритм двигает​ся по массиву поочередно вперед и назад и дополнительно выстра​ивает начало и конец списка в зависимости от места последнего изменения.

4.3. Сортировка Шелла
Сортировку Шелла придумал Дональд Л. Шелл. Ее необычность состоит в том, что она рассматривает весь список как совокупность перемешанных подсписков. На первом шаге эти подсписки представля​ют собой просто пары элементов. На втором шаге в каждой группе по четыре элемента. При повторении процесса число элементов в каждом подсписке увеличивается, а число подсписков, соответственно, падает. На рис. 3.1 изображены подсписки, которыми можно пользоваться при сортировке списка из 16 элементов.

На рис. 3.1 (а) изображены восемь подсписков, по два элемента в каждом, в которых первый подсписок содержит первый и девятый эле​менты, второй подсписок — второй и десятый элементы, и так далее. 

На рис. 3.1 (б) мы видим уже четыре подсписка по четыре элемента в каждом. Первый подсписок на этот раз содержит первый, пятый, девя​тый и тринадцатый элементы. Второй подсписок состоит из второго, шестого, десятого и четырнадцатого элементов. На рис. 3.1 (в) пока​заны два подсписка, состоящие из элементов с нечетными и четными номерами соответственно. На рис. 3.1 (г) мы вновь возвращаемся к одному списку.

Сортировка подсписков выполняется путем однократного примене​ния сортировки вставками из п. 3.1. В результате мы получаем следую​щий алгоритм:

Shellsort(list,N)

list сортируемый список элементов

N    число элементов в списке

passes =  log10(N)/log10(2);
while (passes>=l) 


inc = 2^(passes – l);

for start=0 to incr-1 


      InsertSort(list, N, start, incr);

end for;

passes=passes-l ;
end while;
end;
InsertSort(list, N, start, incr)

  for  i=start+incr to N-1 step incr )

       temp=list[i];
       loc=i-incr;

       while  temp<list[loc] && loc>=start

              list[loc+incr]=lst[loc];
              loc= loc – incr;
      end while;
  lst[loc+incr]=temp;
 end for;
end.
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Рис. 3.1. Четыре прохода сортировки Шелла

Переменная incr содержит величину шага между номерами элементов подсписка. (На рис. 3.1 шаг принимает значения 8, 4, 2 и 1.) В алгоритме мы начинаем с шага, на 1 меньшего наибольшей степени двойки, меньшей, чем длина элемента списка. Поэтому для списка из 1000 элементов первое значение шага равно 511. Значение шага также равно числу подсписков. Элементы первого подсписка имеют номера 1 и 1+incr; первым элементом последнего подсписка служит эле​мент с номером incr.

При последнем исполнении цикла while значение переменной passes будет равно 1, поэтому при последнем вызове функции InsertSort значение переменной incr будет равно 1.

Анализ этого алгоритма основывается на анализе внутреннего ал​горитма InsertSort. Прежде, чем перейти к анализу алгоритма ShellSort, напомним, что в п 2.1 мы подсчитали, что в наихудшем слу​чае сортировка вставками списка из N элементов требует (N2 — N)/2 операций, а в среднем случае она требует N2/4 элементов.

Полный анализ сортировки Шелла чрезвычайно сложен. Было доказано, что сложность этого алгоритма в наихудшем случае при выбранных нами значениях шага равна O(N3/2). 

4.3.1. Влияние шага на эффективность

Выбор последовательности шагов может оказать решающее влияние на сложность сортировки Шелла, однако попытки поиска оптимальной последовательности шагов не привели к искомому результату. Изуча​лось несколько возможных вариантов; здесь представлены результаты этого изучения.

Если проходов всего два, то при шаге порядка 
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 на первом проходе и 1 на втором проходе получим сортировку сложности O(N5/2).

Другой возможный набор шагов имеет вид hj = (Зj - 1)/2 для всех тех j, при которых hj < N. Эти значения hj удовлетворяют равенствам hj+1 = 3hj + 1 и hj = 1, поэтому определив наибольшее из них, мы можем подсчитать оставшиеся по формуле hj = (hj+1 - 1)/3. Такая последовательность шагов приводит к алгоритму сложности O(N3/2).

Еще один вариант предусматривает вычисление всех значений 2i3j, меньших длины списка (при произвольных целых i и j); вычисленные значения используются, в порядке убывания, в качестве значений ша​гов. Например, при N = 40 имеется следующая последовательность ша​гов: 36 (2232), 32 (2530), 27 (2033), 24 (2331), 18 (2132), 16 (2430), 12 (2231), 9 (2032), 8 (2330), 6 (2131), 4 (2230), 3 (2031), 2 (2130), 1 (2030). С помощью такой последовательности шагов сложность сортировки Шелла понижа​ется до O(N(logN)2). Следует заметить, что большое число проходов значительно увеличивает накладные расходы, поэтому при небольших размерах списка применение этой последовательности не слишком эф​фективно. 
Сортировка Шелла — это один общий вид сортировки, однако выбор параметров может существенно повлиять на ее эффективность.

4.4. Корневая сортировка
При корневой сортировке упорядочивание списка происходит без непосредственного сравнения ключевых значений между собой. При этом создается набор «стопок», а элементы распределяются по стопкам в зависимости от значений ключей. Собрав значения обратно и повто​рив всю процедуру для последовательных частей ключа, мы получаем отсортированный список. Чтобы такая процедура работала, распре​деление по стопкам и последующую сборку следует выполнять очень аккуратно.

Подобная процедура используется при ручной сортировке карт. В некоторых библиотеках в докомпьютерные времена при выдаче книги заполнялась карта выдачи. Карты выдачи были занумерованы, а сбоку на них проделывался ряд выемок — в зависимости от номера карты. При возвращении книги карта выдачи удалялась, и ее клали в стопку. Затем вся стопка прокалывалась длинной иглой на месте первой выем​ки, и иглу поднимали. Карты с удаленной выемкой оставались на столе, а остальные были наколоты на иглу. Затем две получившиеся стопки переставлялись так, что карточки на игле шли за карточками с отвер​стиями. Затем игла втыкалась в месте второй выемки и весь процесс повторялся. После прокалывания по всем позициям карты оказывались в порядке возрастания номеров.

Исходный список

310 213 023 130 013 301 222 032 201 111 323 002 330 102 231 120

Номер стопки

 Содержимое

0                
310    130    330     120

1 

301    201    111     231

2 

222    032    002     102

3 

213    023    013     323

(а) Первый проход, разряд единиц

Список, полученный в результате первого прохода

310 130 330 120 301 201 111 231 222 032 002 102 213 023 013 323

Номер стопки 
Содержимое

0 

301    201    002     102

1 

310    111    213     013

2 

120    222    023     323

3 

130    330    231     032

(б) Второй проход, разряд десятков

Список, полученный в результате второго прохода

301 201 002 102 310 111 213 013 120 222 023 323 130 330 231 032

Номер стопки 
Содержимое

0 

002    013    023    032

1 

102    111    120    130

2 

201    213    222    231

3 

301    310    323    330

(в) Третий проход, разряд сотен

Рис. 3.2. Три прохода корневой сортировки

На рис. 3.2 показаны три прохода на списке трехзначных чисел. Для упрощения примера в ключах используются только цифры от 0 до 3, поэтому достаточно четырех стопок.

При взгляде на рис. 3.2 (в) становится ясно, что если вновь собрать стопки по порядку, то получится отсортированный список.
Эта процедура ручной обработки разделяет карты по значению млад​шего разряда номера на первом шаге и старшего разряда на последнем. Компьютеризованный вариант этого алгоритма использует 10 стопок:

RadixSort(list, N)

list сортируемый список элементов

N    число элементов в списке

shift=l;
for loop=l to keySize 


for entry=l to N 



bucketNumber=(list[entry].key/shift) % 10 ;


Append(bucket[bucketNumber],list[entry]);


end for ;


list=CombineBuckets() ;


shift=shift*10 ;

end for ;

end.
Начнем с обсуждения этого алгоритма. При вычислении значения переменной bucketNumber из ключа вытаскивается одна цифра. При делении на shift ключевое значение сдвигается на несколько позиций вправо, а последующее применение операции mod оставляет лишь цифру единиц полученного числа. При первом проходе с величиной сдвига 1 деление не меняет числа, а результатом операции mod служит цифра единиц ключа. При втором проходе значение переменной shift будет уже равно 10, поэтому целочисленное деление и последующее примене​ние операции mod дают цифру десятков. При очередном проходе будет получена следующая цифра числа.

Функция CombineBuckets вновь сводит все стопки от bucket [0] до bucket [9] в один список. Этот переформированный список служит основой для следующего прохода. Поскольку переформирование стопок идет в определенном порядке, а числа добавляются к концу каждой стопки, ключевые значения постепенно оказываются отсортированными. 
Анализ корневой сортировки требует учета дополнительной инфор​мации, не только числа операций. Способ реализации алгоритма оказы​вает существенное влияние на эффективность. Нас будет интересовать эффективность алгоритма как по времени, так и по памяти.

Каждый ключ просматривается по одному разу на каждый разряд, присутствующий в самом длинном ключе. Поэтому если в самом длин​ном ключе М цифр, а число ключей равно N, то сложность корневой сортировки имеет порядок O(MN). Однако длина ключа невелика по сравнению с числом ключей. Например, при ключе из шести цифр чи​сло различных записей может быть равно миллиону. Длина ключа не играет роли и алгоритм имеет линейную по длине сложность O(N). Это очень эффективная сортиров​ка, поэтому возникает вопрос, зачем вообще нужны какие-либо другие методы.

Ключевым препятствием в реализации корневой сортировки служит ее неэффективность по памяти. В предыдущих алгоритмах сортировки дополнительная память нужна была разве что для обмена двух записей, и размер этой памяти равняется длине записи. Теперь же дополнитель​ной памяти нужно гораздо больше. Если стопки реализовывать мас​сивами, то эти массивы должны быть чрезвычайно велики. На самом деле, величина каждого из них должна совпадать с длиной всего списка, поскольку у нас нет оснований полагать, что значения ключей распре​делены по стопкам равномерно, как на рис. 2.2. Вероятность того, что во всех стопках окажется одинаковое число записей, совпадает с веро​ятностью того, что все записи попадут в одну стопку. И то, и другое может произойти. Поэтому реализация на массивах приведет к выделе​нию места дополнительно под 10N записей для числовых ключей, 26N записей для буквенных ключей, причем это место еще увеличивается, если в ключ могут входить произвольные символы или в буквенных ключах учитывается регистр. Кроме того, при использовании масси​вов нам потребуется время на копирование записей в стопки на этапе формирования стопок и на обратное их копирование в список на этапе сборки списка. Это означает, что каждая запись «перемещается» 2М раз. Для длинных записей такое копирование требует значительного времени.

Другой подход состоит в объединении записей в список со ссылками. Тогда, как помещение записи в стопку, так и ее возвращение в список требует лишь изменения ссылки. Требуемая дополнительная память по-прежнему остается значительной, поскольку на каждую ссылку в стандартной реализации уходит от двух до четырех байтов, а значит требуемая дополнительная память составит 2N или 4N байтов.
4.5. Пирамидальная сортировка
В основе пирамидальной сортировки лежит специальный тип бинар​ного дерева, называемый пирамидой; значение корня в любом поддереве такого дерева больше, чем значение каждого из его потомков. Непо​средственные потомки каждого узла не упорядочены, поэтому иногда левый непосредственный потомок оказывается больше правого, а ино​гда наоборот. Пирамида представляет собой полное дерево, в котором заполнение нового уровня начинается только после того, как предыду​щий уровень заполнен целиком, а все узлы на одном уровне заполняются слева направо.

Сортировка начинается с построения пирамиды. При этом макси​мальный элемент списка оказывается в вершине дерева: ведь потомки вершины обязательно должны быть меньше. Затем корень записыва​ется последним элементом списка, а пирамида с удаленным максималь​ным элементом переформировывается. В результате в корне оказыва​ется второй по величине элемент, он копируется в список, и процедура повторяется пока все элементы не окажутся возвращенными в список. Вот как выглядит соответствующий алгоритм:

for i=N/2 down to 1 do
//сконструировать пирамиду

FixHeap(list,i,list[i],N) ;
end for ;
for i=N down to 2 do


max=list[1];
//скопировать корень пирамиды в список

FixHeap(list,1,list[i] ,i-l);
//переформировать пирамиду

list[i]=max ;
end for;
end.

Некоторые детали в этом алгоритме следует уточнить. Сначала мы должны определить, из чего состоят процедуры конструирования и пе​реформирования пирамиды: это влияет на эффективность алгоритма.

Нас интересует реализация алгоритма. Накладные расходы на со​здание бинарного дерева растут с ростом списка. Можно, однако, вос​пользоваться местом, занятым списком. Можно «перестроить» список в пирамиду, если учесть, что у каждого внутреннего узла два непо​средственных потомка, за исключением, быть может, одного узла на предпоследнем уровне. Следующее отображение позволяет сформиро​вать требуемую пирамиду. Непосредственных потомков элемента спис​ка с номером i будем записывать в позиции 2i и 2i + 1. Заметим, что в результате положения всех потомков будут различны. Мы знаем, что если 2i > N, то узел i оказывается листом, а если 2i = N, то у узла i ровно один потомок. На рис. 3.3 изображена пирамида и ее списочное представление.
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Рис. 3.3. Пирамида и ее списочное представление

4.5.1. Переформирование пирамиды

При копировании наибольшего элемента из корня в список корне​вой узел остается свободным. Мы знаем, что в него должен попасть больший из двух непосредственных потомков, и мы должны рассмо​треть, кто встает на его место, и т.д. При этом пирамида должна оста​ваться настолько близкой к полному дереву, насколько это возможно. Переформирование пирамиды мы начинаем с самого правого элемента на нижнем ее уровне. В результате узлы с нижней части дерева будут убираться равномерно. Если за этим не следить, и все большие значения оказываются в одной части пирамиды, то пирамида разбалансируется и эффективность алгоритма падает. Вот что получается в результате:

FixHeap(list,root,key,bound) 

list    сортируемый список/пирамида 

root    номер корня пирамиды

key  ключевое значение, вставляемое в пирамиду 

bound правая граница (номер) в пирамиде

vacant = root;
while 2*vacant <= bound 

largerChild = 2*vacant;
// поиск наибольшего из двух непосредственных потомков 


if (largerChild<bound) and (list[largerChild+l]>list[largerChild+l]) 


largerChild=largerChild+l ;

end if;

// находится ли ключ выше текущего потомка? 


if key>list[largerChild] 
// да, цикл завершается


break ;

else

// нет,  большего непосредственного потомка



            //следует поднять


list[vacant]=list[largerChild];


vacant=largerChild ;

end if ;
end while ;
list[vacant]=key;
end.
При взгляде на параметры этого алгоритма мог возникнуть вопрос, зачем нужна переменная root. Действительно, поскольку про​цедура не рекурсивна, корень пирамиды всегда должен быть первым элементом. Однако, что этот дополнительный параметр позволит нам строить пирамиду снизу вверх. Значение правой грани​цы введено потому, что при переписывании элементов из пирамиды в список пирамида сжимается.

4.5.2. Построение пирамиды

Наш подход к функции FixHeap позволяет сформировать начальное состояние пирамиды. Любые два значения можно считать листьями свободного узла. Поскольку все элементы являются листьями, нет не​обходимости делать что-либо со второй половиной списка. Мы можем просто делать из листьев маленькие пирамиды, а затем постепенно со​бирать их вместе, пока все значения не попадут в список. Следующий цикл позволяет реализовать эту процедуру:

for i=N/2 down to 1 do

FixHeap(list,i,list[i],N) ;
end for;
Сложности наилучшего и наихудшего случая для пирамидаль​ной сортировки совпадают и равны O(NlogN). Это означает, что сложность среднего случая также обязана равняться O(NlogN).

4.6. Сортировка слиянием
Сортировка слиянием — первая из встречающихся нам рекурсивных сортировок. В ее основе лежит замечание, согласно которому слияние двух отсортированных списков выполняется быстро. Список из одного элемента уже отсортирован, поэтому сортировка слиянием разбивает список на одноэлементные куски, а затем постепенно сливает их.  По​этому вся деятельность заключается в слиянии двух списков.

Сортировку слиянием можно записать в виде рекурсивного алго​ритма, выполняющего работу, двигаясь вверх по рекурсии. При взгля​де на нижеследующий алгоритм Вы увидите, что он разбивает список пополам до тех пор, пока номер первого элемента куска меньше номе​ра последнего элемента в нем. Если же в очередном куске это условие не выполняется, это означает, что мы добрались до списка из одно​го элемента, который тем самым уже отсортирован. После возврата из двух вызовов процедуры MergeSort со списками длиной один вызывает​ся процедура MergeLists, которая сливает эти два списка, в результате чего получается отсортированный список длины два. При возврате на следующий уровень два списка длины два сливаются в один отсорти​рованный список длины 4. Этот процесс продолжается, пока мы не доберемся до исходного вызова, при котором две отсортированные по​ловины списка сливаются в общий отсортированный список. Ясно, что процедура MergeSort разбивает список пополам при движении по ре​курсии вниз, а затем на обратном пути сливает отсортированные поло​винки списка. Вот этот алгоритм:

MergeSort(list,first,last)

list    сортируемый список элементов

first номер первого элемента в сортируемой части списка

last    номер последнего элемента в сортируемой части списка

if first<last 

middle=(first+last)/2;

MergeSort(list,first,middle);

MergeSort(list,middle+l.last);

MergeLists(list,first.middle,middle+l,last) ;
end if;
end.
Ясно, что всю работу проделывает функция MergeLists. Рассмотрим ее.

Пусть А и В — два списка, отсортированных в порядке возраста​ния. Такое упорядочивание означает, что первым элементом в каждом списке является наименьший элемент в нем, а последним — наибольший. Мы знаем, что при слиянии двух списков в один наименьший элемент в объединенном списке должен быть первым либо в части А, либо в части В, а наибольший элемент в объединенном списке должен быть последним либо в части А, либо в части В. Построение нового спис​ка С, объединяющего списки А и В, мы начнем с того, что перенесем меньший из двух элементов А[1] и В[1] в С[1]. Но что должно попасть в С[2]? Если элемент А[1] оказался меньше, чем В[1], то мы перенесли его в С[1], и следующим по величине элементом может оказаться B[1] или А[2]. И тот, и другой вариант возможны, поскольку мы знаем только, что А[2] больше, чем А[1] и меньше, чем А[3], однако нам неизвестно отношение между величинами списка А и списка В. Похоже, что про​ще всего осуществить слияние, если завести два указателя, по одному на А и В, и увеличивать указатель того списка, очередной элемент в котором оказался меньше. Общая процедура продолжает сравнивать наименьшие элементы еще не просмотренных частей списков А к В и перемещать меньший из них в список С. В какой-то момент, однако, элементы в одном из списков А или В закончатся. В другом списке при этом останутся элементы, большие последнего элемента в первом спис​ке. Нам необходимо переместить оставшиеся элементы в конец общего списка.

В совокупности эти рассуждения приводят к следующему алгорит​му:

MergeLists(list,start1,end1,start2,end2) 

list  упорядочиваемый список элементов 

start1 начало "списка" А 

end1  конец "списка" А 

start2 начало "списка" В 

end2  конец "списка" В

// предполагается, что элементы списков А и В 

// следуют в списке list друг за другом 

finalStart=startl ;
finalEnd=end2 ;
indexC=l;
while  (startl<=endl) and  (start2<=end2) 

if Iist[startl]<list[start2]  


result[indexC]=list[start1] ;


start1=start1+1 ;

else



result[indexC]=list[start2] ;


start2=start2+l ;

end if;

indexC=indexC+l ;
end while;
// перенос оставшейся части списка 

if (start1<=endl) 

for i=start1 to end1 


result[indexC]=list[i] ;


indexC=indexC+l ;

end for ;
else


for i=start2 to end2 


result[indexC]=list[i] ;


indexC=indexC+1 ;

end for ;
end if;
// возвращение результата в список

indexC=l;
for i=finalStartl to finalEnd 

list [i]=result[indexC];

indexC=indexC+1 ;
end for;
end.
Это означает, что W(N) — O(N logN), в наихудшем случае, B(N) = O(NlogN).

Это означает, что сортировка слиянием чрезвычайно эффективна даже в наихудшим случае; проблема, однако, состоит в том, что проце​дуре MergeLists для слияния списков требуется дополнительная память.

4.7. Быстрая сортировка
Быстрая сортировка — еще один рекурсивный алгоритм сортиров​ки. Выбрав элемент в списке, быстрая сортировка делит с его помощью список на две части. В первую часть попадают все элементы, меньшие выбранного, а во вторую — большие элементы. Мы уже видели приме​нение этой процедуры в алгоритме выбора. Алгоритм  sort действует по-другому, поскольку он применяется рекуррентно к обеим частям списка. В среднем такая сортировка эффективна, однако в наи​худшем случае ее эффективность такая же, как у сортировки вставками и пузырьковой.

Быстрая сортировка выбирает элемент списка, называемый осевым, а затем переупорядочивает список таким образом, что все элементы, меньшие осевого, оказываются перед ним, а большие элементы — за ним. В каждой из частей списка элементы не упорядочиваются. Если i — окончательное положение осевого элемента, то нам известно лишь, что все значения в позициях с первой по i — 1 меньше осевого, а значения с номерами от i + 1 до N больше осевого. Затем алгоритм Quicksort вызывается рекурсивно на каждой из двух частей. При вызове проце​дуры Quicksort на списке, состоящем из одного элемента, он ничего не делает, поскольку одноэлементный список уже отсортирован.

Поскольку основная работа алгоритма заключается в определении осевого элемента и последующей перестановке элементов, главная про​цедура в алгоритме Quicksort должна лишь проследить за границами обеих частей. Поскольку перемещение ключей происходит в процессе разделения списка на две части, вся работа по сортировке выполняется при возвращении по рекурсии.

Вот алгоритм быстрой сортировки:

Quicksort(list,first,last)

list    упорядочиваемый список элементов

first номер первого элемента в сортируемой части списка

last номер последнего элемента в сортируемой части списка

if first<last 

pivot=PivotList(list.first,last);

Quicksort(list,first,pivot-l);

Quicksort(list,pivot+l,last) ;
end if;
end.
4.7.1. Расщепление списка

У функции PivotList есть по крайней мере два варианта. Первый из них, который легко запрограммировать и понять, описан в насто​ящем разделе. Второй вариант записать труднее, однако он работает быстрее. Он описан в упражнениях.

Функция PivotList берет в качестве осевого элемента первый эле​мент списка и устанавливает указатель pivot в начало списка. Затем она проходит по списку, сравнивая осевой элемент с остальными элемен​тами списка. Обнаружив элемент, меньший осевого, она увеличивает указатель PivotPoint, а затем переставляет элемент с новым номером PivotPoint и вновь найденный элемент. После того, как сравнение ча​сти списка с осевым элементом уже произведено, список оказывается разбит на четыре части. Первая часть состоит из первого — осево​го — элемента списка. Вторая часть начинается с положения first+1, кончается в положении PivotPoint и состоит из всех просмотренных элементов, оказавшихся меньше осевого. Третья часть начинается в положении PivotPoint+1 и заканчивается указателем параметра цикла index. Оставшаяся часть списка состоит из еще не просмотренных зна​чений. Соответствующее разбиение приведено на рис. 3.4.
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Рис. 3.4. Значения указателей в алгоритме PivotList
Вот алгоритм PivotList.

PivotList(list.first,last) 

list обрабатываемый список 

first номер первого элемента 

last номер последнего элемента

PivotValue=list[first];
PivotPoint=first;
for index=first+1 to last 

if list[index]<PivotValue 


PivotPoint=PivotPoint+l ;


Swap(list[PivotPoint],list[index]);

end if ;
end for;
// перенос осевого значения на нужное место 

Swap(list[first],list[PivotPoint]) ;
return PivotPoint;
end.
Средняя сложность алгоритма быстрой сортировки равна O(Nlog2 N).

4.7.2. Модификации алгоритма

1. На отсортированном списке алгоритм Quicksort работает плохо, поскольку осевой элемент всегда оказывается меньше всех остальных элементов списка. Попытка просто выбрать дру​гую позицию в списке приводит к тому же результату, поскольку при «несчастливом выборе» мы можем всякий раз получать наи​меньшее из оставшихся значений. Лучше было бы рассмотреть значения list[first], list[last], list[(first+last)/2] и вы​брать среднее из них. Тогда сравнения, необходимые для выбора среднего значения, следует учесть при анализе алгоритма.

2.  Еще одна модификация алгоритма PivotList предусматривает наличие двух указателей в списке. Первый идет снизу, второй — сверху. В основном цикле алгоритма нижний указатель увели​чивается до тех пор, пока не будет обнаружен элемент, больший PivotValue, а верхний уменьшается пока не будет обнаружен эле​мент, меньший PivotValue. Затем найденные элементы меняются местами. Этот процесс повторяется пока два указателя не пе​рекроются. Эти внутренние циклы работают очень быстро, по​скольку исключаются накладные расходы на проверку конца спис​ка; проблема, однако, состоит в том, что при перекрещивании они делают лишний обмен. Поэтому алгоритм следует подкорректировать, добавив в него еще один обмен. Полный алгоритм выглядит так:

PivotList(list,first,last)

list    обрабатываемый список элементов

first номер первого элемента

last номер последнего элемента

PivotValue=list[first];

lower=first;
upper=last+l;
do


do upper=upper-l while list[upper]>=PivotValue;

do lower=lower+l while list[lower]<=PivotValue;

Swap(list[upper],list[lower] ) ;
while lower<=upper ;
// устранение лишнего обмена 

Swap (list [upper] ,list [lower] ) ;
// перенос оси в нужное место 

Swap(list[first],list[upper]) ;
return upper;
end.
(Замечание: Этому алгоритму требуется место для хранения в конце списка дополнительного элемента, большего всех допусти​мых значений ключа.)

4.8. Сортировка последовательностей
4.8.1. Прямое слияние
К сожалению, алгоритмы сортировки, приведенные в предыду​щем разделе, невозможно применять для данных, которые из-за своего размера не помещаются в оперативной памяти машины и находятся, например, на внешних, последовательных запоми​нающих устройствах памяти, таких как ленты или диски. В таком случае мы говорим, что данные представляют собой (последова​тельный) файл. Для него характерно, что в каждый момент не​посредственно доступна одна и только одна компонента. Это весь​ма сильное ограничение, если сравнивать с возможностями, пре​доставляемыми массивами, и поэтому приходится пользоваться другими методами сортировки. Наиболее важный из них — сор​тировка с помощью слияния. Слияние означает объединение двух (или более) последовательностей в одну-единственную упорядо​ченную последовательность с помощью повторяющегося выбора из доступных в данный момент элементов. Слияние намного про​ще сортировки, и его используют как вспомогательную операцию в более сложных процессах сортировки последовательностей. Одна из сортировок на основе слияния называется прямым (straight) слиянием. Она выполняется следующим образом:

1. Последовательность а разбивается на две половины: b и с.

2. Части b и с сливаются, при этом одиночные элементы образу​ют упорядоченные пары.

3. Полученная последовательность под именем а вновь обраба​тывается, как указано в пунктах 1, 2; при этом упорядочен​ные пары переходят в такие же четверки.

4. Повторяя предыдущие шаги, сливаем четверки в восьмерки и т. д., каждый раз "удваивая" длину слитых подпоследова​тельностей до тех пор, пока не будет упорядочена целиком вся последовательность.

Возьмем в качестве примера такую последовательность:

44      55       12      42  ‘    94       18      06      67. 

После разбиения (шаг 1) получаем последовательности

44      55       12      42,

94      18      06      67.

Слияние одиночных компонент (т.е. упорядоченных последова​тельностей длины 1) в упорядоченные пары дает: 

44      94   '18      55   '   06       12   '   42      67.

Деля эту последовательность пополам и сливая упорядоченные пары, получаем:

06      12      44      94   '   18      42      55      67.

Третье разделение и слияние приводят нас, наконец, к желаемо​му результату:

06       12       18      42      44       55      67      94.

Действия по однократной обработке всего множества данных называются фазой. Наименьший же подпроцесс, повторение ко​торого составляет процесс сортировки, называется проходом или этапом. В приведенном примере сортировка происходит за три прохода, каждый из которых состоит из фазы разделения и фазы слияния. Для выполнения такой сортировки нужны три ленты, поэтому она называется трехленточным слиянием.

Фазы разделения фактически не относятся к сортировке, ведь в них элементы не переставляются. В некотором смысле они непродуктивны, хотя и занимают половину всех операций по переписи. Если объединить разделение со слиянием, то от этих переписей можно вообще избавиться. Вместо слияния в одну последовательность результаты слияния будем сразу распределять по двум лентам, которые станут исходными для последующего прохода. В отличие от упомянутой двухфазной сортировки с помощью слияния, будем называть такую сортировку однофаз​ной. Она, очевидно, лучше, поскольку необходима только половина операций по переписи, но за это приходится "платить" четвертой лентой.

Теперь перейдем к более детальному рассмотрению программы слияния. Данные мы будем представлять как массив, обраще​ние к элементам которого, однако, идет строго последовательно. Последующая версия сортировки слиянием будет уже основана на последовательностях — это позволит нам сравнить две получившиеся программы и подчеркнуть строгую зависимость программы от выбранного представления для данных.

Если рассматривать массив как последовательность элементов имеющих два конца, то его весьма просто можно использован, вместо двух последовательностей. Мы будем при слиянии брать, элементы с двух концов массива, а не из двух входных файлов Таким образом, общая схема объединенной фазы слияния-разби​ения имеет вид, показанный на рис. 3.5. Направление пересыл​ки сливаемых элементов изменяется на первом проходе после каждой упорядоченной пары, на втором — после каждой упоря​доченной четверки и т. д., обеспечивая равномерное заполнение двух выходных последовательностей, представляемых двумя кон​цами одного массива. После каждого прохода массивы "меняют​ся ролями", выходной становится входным и наоборот.
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Рис. 3.5. Схема сортировки прямым слиянием для двух массивов

Если объединить два концептуально различных массива в один-единственный, но двойного размера, то программа еще более уп​рощается. В этом случае данные представляются так:

Type mas[2*n] ;

 Индексы i и j фиксируют два входных элемента, k и L — два вы​ходных (см. рис. 3.5). Исходными данными будут, конечно же, элементы а1... аn. Кроме этого, очевидно, нужно ввести для указа​ния направления пересылки булевскую переменную up. Если up — "истина", то в текущем проходе компоненты а1... аn движутся на место аn+1 ... а2n, если же истинно выражение -up, то наоборот. Между последовательными проходами значение up изменяется на противоположное. И в заключение нам еще потребуется переменная р, задающая размер объединяемых последовательностей. Начальное значение р равно 1, и перед каж​дым последующим проходом оно удваивается. Для простоты мы предполагаем, что n всегда равно степени двойки. Таким образом, программа сортировки с помощью простого слия​ния имеет такой вид:

StraightMerge 

int  i, j, k, L;
//индексы
int  up; //направление прохода
up  = 1;   

p  = 1;  //кол-во элементов в серии
do //инициация индексов 
    if up 
i  =  1;   j = n;  k = n+1; L = 2*n;

    else  k  = 1;   L = n;   i  = n+1; j = 2*n;

    end if;
    слияние р-наборов из i- и j-входов в k- и L-выходы; 

    up = -up;   р = 2*р; //смена направления и увеличение кол-ва элементов
while р != n;

end.
Следующий этап — уточнение операторов.

Если сливаемые элементы направляются в левый конец выходного массива, то направление задается индексом k, и после пересылки очередного элемента он увеличивается на единицу. Если же элементы направляются в правый конец, то направление задается индексом L, и он каждый раз уменьшает​ся. Для упрощения фактического оператора слияния будем счи​тать, что направление всегда задается индексом k, но после сли​яния р-набора будем менять местами значения k и L, приращение же всегда обозначается через h, имеющее значение либо 1, либо —1.

Дальнейшее уточнение ведет уже к формулированию самого опе​ратора слияния. При этом следует учитывать, что остаток под​последовательности, оставшийся после слияния непустой подпос​ледовательности, добавляется простым копированием к выход​ной последовательности.

Кроме того, для гарантии окончания программы условие р = n, управляющее внешним циклом, заменяется на р >= n. Проделав все эти модификации, мы можем теперь описать весь алгоритм уже как полную программу.

StraightMerge
Int i, j, k, L, t;   // диапазон индексов 1..2*n  

Int h, m, p, q, r;   

int up; //направление прохода
up  = 1;   

p  = 1; //длина последовательности
      do 

h =  1;   m  = n; (m- число сливаемых элементов )
if up  i  =  1;   j = n;  k = n+1; L = 2*n;

else   k  = 1;   L = n;   i  = n+1; j = 2*n;

end if;
do // слияние серий из i- и j-входов в k-выход 

if m >= р  q = р;  //определение длины серии
else  q = m ;
end if;
m = m-q;
if m >= p  r = p ;
else   г = m ;
end if;
m = m-r;
      
while (q!=0) && (r!=0)  //слияние серий с одновременной сортировкой
if a[i] < a[j] 

       a[k] = a[i]; k = k+h; i = i+1; q = q-1 ;
else

       a[k] = a[j]; k = k+h; j = j-1; r = r-1 ;


end if;


end while;


while r > 0 //сливание хвостов
a[k] = a[j]; k = k+h; j = j-1; r = r-1 ;
       
end while;
       
while q > 0 //сливание хвостов
a[k] = a[i]; k = k+h; i = i+1; q = q-1 ;
       
end while;
       
h  = -h;   t  = k;   k  = L;  L  = t;  //изменение направления k и L
           
while m ! = 0; 

up  = -up;   p  = 2*p; // меняем местами входную и выходную последовательность
      while p <= n;                //и размер серии
      if !up  //переписать отсортированный массив в начальную последовательность
     
for i  = 1 to n 

a[i]  = a[i+n] ;
            end for;
      end if;
     end.
Поскольку на каждом проходе р удваивается и сортировка заканчивается при р >= n, то всего требуется 
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 проходов. На каждом проходе по опреде​лению копируются по одному разу все n элементов. Поэтому об​щее число пересылок:

М = N*
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Число сравнений ключей С даже меньше М, поскольку при ко​пировании остатков никаких сравнений не производится. Одна​ко поскольку сортировки слиянием обычно употребляются в си​туациях, где приходится пользоваться внешними запоминающи​ми устройствами, то затраты на операции пересылки на несколько порядков превышают затраты на сравнения. Поэтому детальный анализ числа сравнений особого практического интереса не пред​ставляет.

Алгоритм сортировки слиянием выдерживает сравнение даже с усовершенствованными методами, разбиравшимися в предыдущем разделе. Однако, хотя здесь относительно высоки затраты на работу с индексами, самым существенным недостатком явля​йся необходимость работать с памятью размером 2n. Поэтому сортировка слиянием для массивов, т. е. для данных, размещае​мых в оперативной памяти, используется редко. 

4.8.2. Естественное слияние

В случае прямого слияния мы не получаем никакого преимуще​ства, если данные вначале уже частично упорядочены. Размер сливаемых на k-м проходе подпоследовательностей меньше или равен 2k и не зависит от существования более длинных, уже упо​рядоченных подпоследовательностей, которые можно было бы просто объединить. Фактически любые две упорядоченные под​последовательности длиной m и n можно сразу сливать в одну по​следовательность из m + n элементов. Сортировка, при которой всегда сливаются две самые длинные из возможных подпоследо​вательностей, называется естественным слиянием.

Для упорядочен​ных подпоследовательностей будем использовать термин серия. Поэтому в сортировке естественным слиянием объединяются серии, а не последовательности фиксированной (заранее) длины. Если сливаются две последовательности, каждая из n се​рий, то результирующая содержит опять ровно n серий. Следова​тельно, при каждом проходе общее число серий уменьшается вдвое и общее число пересылок в самом плохом случае равно N * 
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, а в среднем даже меньше. Ожидаемое же число срав​нений, однако, значительно больше, поскольку кроме сравнений, необходимых для отбора элементов при слиянии, нужны еще до​полнительные — между последовательными элементами каждо​го файла, чтобы определить конец серии.

Следующим нашим этапом будет создание алгоритма естественного слияния. Здесь используются последовательности вместо массивов, и речь идет о несбалансированной, двухфазной сорти​ровке слиянием с тремя лентами. Мы предполагаем, что перемен​ная с представляет собой начальную последовательность элемен​тов. (В реальных процессах обработки данных начальные данные, естественно, сначала копируются из исходного файла в с; это де​лается для безопасности.*) Кроме того, а и b - вспомогательные переменные-последовательности. Каждый проход состоит из фазы распределения серий из с поровну в а и b и фазы слияния, объединяющей серии из а и b вновь в с (рис. 3.6). 

В качестве примера в табл. 1 приведен файл с из 20 чисел в его исходном состоянии (первая строчка) и после каждого из проходов сортировки с помощью естественного слияния (строки 2-4). Обратите внимание: всего понадобилось три прохода. Про​цесс сортировки заканчивается, как только в с число серий ста​нет равным единице. (Предполагается, что в начальной последовательности есть по крайней мере одна непустая серия.) Поэтому для счета числа серий, направляемых в с, мы вводим перемен​ную L. Воспользовавшись типом последовательности (Sequence), можно написать такую программу:
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Рис. 3.6. Фазы сортировки и проходы

Таблица 1. Пример сортировки с помощью естественного слияния

17 31 ' 05 59 ' 13 41 43 67 ' 11 23 29 47 ' 03 07 71 ' 02 19 57 ' 37 61 

05 17 31 59 ' 11 13 23 29 41 43 47 67 ' 02 03 07 19 57 71 ' 37 61  //2

05 11 13 17 23 29 31 41 43 47 59 67 ' 02 03 07 19 37 57 61 71 
//3
02 03 05 07 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 57 59 61 67 71
//4

struct Sequence {

          int  first;  //опережающий буфер 

          int   eor,   eof; 

            File *f;   

};
//перечень функций, которые нам потребуются
OpenSeq(Sequence s);  //заполнение последовательности если нужно

OpenRandomSeq(Sequence s, int  length,   seed); 

StartRead(Sequence s); //установка на начало последовательности

StartWrite(Sequence s);

Copy(Sequence x, Sequence  y); //чтение/запись
CloseSeq(Sequence s);

ListSeq(Sequence s);    //распечатка на экран
Необходимо сделать несколько дополнительных пояснений, ка​сающихся выбора процедур. Как мы уже видели, алгоритмы сор​тировки, о которых здесь и позже пойдет речь, основаны на копировании элемента из одной последовательности в другую. Поэтому вместо отдельных операций чтения и записи мы включаем одну процедуру копирования (сору). После открытия файла необхо​димо включить механизм "заглядывания вперед", работа которого зависит от того, читается ли в данный момент файл или пишется. В первом случае первый элемент необходимо записать в "опе​режающий" буфер first. Здесь используется Start Read и StartWrite.

Еще две дополнительные процедуры включены в модуль един​ственно ради удобства. Процедуру OpenRandomSeq можно исполь​зовать вместо OpenSeq, если последовательность нужно иниции​ровать какими-либо числами в случайном порядке. Процедура же ListSeq формирует распечатку указанной последовательности. Эти две процедуры будут употребляться при тестировании рас​сматриваемого алгоритма. Реализация этих концепций представ​лена в виде следующего модуля. Мы обращаем внимание, что в процедуре сору в поле first выходной последовательности хра​нится значение последнего записанного элемента. Таким образом, поля eof и eor представляют собой результаты работы сору, подоб​но тому, как eof была определена результатом операции чтения.

//тела функций

OpenSeq(Sequence s ) //открытие файла
        Open(s.f); 

end;

OpenRandomSeq(Sequence s, int  length, int seed)
//генерация случайных чисел 
// и запись в файл
    int  i; 

     Open(s.f);

     for i = 0 to length-1 
             WriteWord(s.f, seed); 

              seed = (31*seed) % 997 + 5 ;
     end for;
end;

StartRead(Sequence s) // открытие файла и заглядывание вперед
      Reset(s.f); 

      ReadWord(s.f, s.first); 

      s.eof =s.f.eof;
end;

StartWrite (Sequence s)

//запись в файл установка на начало
      Reset(s.f) ;
end;

copy(Sequence x, Sequence y) 
//запись опережающего элемента
       у.first  = x.first;               
//и чтение нового элемента
       WriteWord(y.f,   y.first);   

        ReadWord(x.f,   x.first);

        x.eor  = x.eof  = x.f.eof;   

        if (x.first < y.first)   
x.eor  = 1;  //установка конца серии

end;

CloseSeq(Sequence s) 
//закрытие файла
       Close(s.f) ;
end;

ListSeq(Sequence s) 

//вывод на экран
    int   i,   L;

    Reset(s.f);  

    i  = 0;   L = s.f.length; 
//длина последовательности
    while i < L 
          WriteInt(s.f, a[i]); 
//вывод данных на экран
           i  =  i+1; 

          if i % 10 = = 0  

                 //переход на новую строку 

           end if;
     end; 

//процедура естественного слияния

copyrun(Sequence x, Sequence y);    // из х в у 

do 

               copy(x, y);

            while !x.eor ;

end;

NaturalMerge
int L;   

// число сливаемых серий 

Sequence a, b, с; 

OpenSeq(a);   OpenSeq(b);   
OpenRandomSeq(c,16, 531); 

ListSeq(c);

do 

                   StartWrite(a);   StartWrite(b);   StartRead(c); 
//уст. на начало и чтение 

                   do
                          copyrun(c.a); //до конца серии
  
  if !c.eof 

                               copyrun(c,b) ; /до конца следующей серии
                          end if;
                   while !c.eof; // пока не конец файла
                   StartRead(a);   StartRead(b);   StartWrite(c); 

                   L  = 0; 

                   do  //сливаем по 1-й серии
   loop

                                 if a.first < b.first 
                                       copy(a.c);

                                       if a.eor  copyrun(b,c); exit; end ;
                                 else 

                                        copy(b, c);

                                        if b.eor  copyrun(a,c); exit; end;
                                 end if;
   end;

   L = L+1; //считаем серии
                   while  !a.eof && !b.eof; //пока не конец одного из файлов
             while !a.eof   
//дозапись конца
                 copyrun(a,c); 

                 L = L+1; 

             end while;

         while !b.eof  
//дозапись конца
               copyrun(b, c); 

               L = L+1; 

         end while;

      while !L = 1; 
//пока кол-во серий не будет равно 1
      ListSeq(c); CloseSeq(a); CloseSeq(b); CloseSeq(c) 

    end.

Процесс сравнения и выбора ключей при слиянии серий закан​чивается, как только исчерпывается одна из двух серий. После того оставшаяся неисчерпанной серия просто передается в результирующую серию, точнее, копируется ее "хвост". Это делается с помощью обращения к процедуре соруrun .

4.8.3.  Сбалансированное многопутьевое слияние
Затраты на любую последовательную сортировку пропорцио​нальны числу требуемых проходов, так как по определению при каждом из проходов копируются все данные. Один из способов сократить это число — распределять серии в более чем две после​довательности. Слияние r серий, поровну распределенных в N пoследовательностей, даст в результате r/N серий. Второй проход уменьшит это число до r/N2, третий — до r/N3 и т. д., после k про​ходов останется r/NK серий. Поэтому общее число проходов, не​обходимых для сортировки n элементов с помощью N-путевого слияния, равно k = 
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ù

n

N

log

. Поскольку в каждом проходе выпол​няется n операций копирования, то в самом плохом случае пона​добится М = n * 
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 таких операций.

В качестве следующего примера нач​нем разрабатывать программу сортировки, в основу которой по​ложим многопутевое слияние. Чтобы подчеркнуть отличие новой программы от прежней естественной двухфазной процедуры сли​яния, мы будем формулировать многопутевое слияние как сба​лансированное слияние с одной-единственной фазой. Это предпо​лагает, что в каждом проходе участвует равное число входных и выходных файлов, в которые по очереди распределяются на последовательные серии. Мы будем использовать N последователь​ностей (N— четное число), поэтому наш алгоритм будет базироваться на N/2-путевом слиянии. Следуя ранее изложенной стра​тегии, мы не будем обращать внимание на автоматическое слияние двух следующих одна за другой последовательностей в одну. По​этому мы постараемся программу слияния не ориентировать на условие, что во входных последовательностях находится поров​ну серий.

В нашей программе мы впервые сталкиваемся с естественным приложением такой структуры данных, как массив файлов. И в са​мом деле, даже удивительно, насколько эта программа отличает​ся от предыдущей, хотя мы всего лишь перешли от двухпутевого слияния к многопутевому. Такое отличие — результат условия, что процесс слияния по исчерпании одного из входов еще не за​канчивается. Поэтому нужно хранить список входов, остающих​ся активными, т. е. входов, которые еще не исчерпались. Появля​ется и еще одно усложнение: нужно после каждого прохода переключать группы входных и выходных последовательностей.

Номера последовательностей используются как индек​сы для массива последовательностей, состоящих из элементов. Будем считать, что начальная последовательность элементов за​дается переменной

Sequence f0; 

 и для процесса сортировки имеем в своем распоряжении n лент (n — четное):

Sequence f[n]; 

Для решения задачи переключения лент можно рекомендовать технику карты индексов лент. Вместо прямой адресации ленты с помощью индекса i она адресуется через карту t, т. е. вместо fi; мы будем писать 
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, причем сама карта (mар) определяется как массив указателей на последовательности.

Если в начале ti = i для всех i, то переключение представляет со​бой обмен местами компонент ti ↔tNh+i для всех i = 1,..., Nh, где Nh = N/2. В этом случае мы всегда можем считать, что 
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 — входные последовательности, 
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, — выходные. (Далее вместо 
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мы будем просто говорить: "последовательность j”.) Те​перь можно дать первый "набросок" алгоритма:

BalancedMerge
int i,j; 
//индексы
int L;   // число распределяемых серий 

Sequence *t[] 
//массив указателей на последовательности

//распределение начальных серий в t[1]...t[Nh] 

j   = 1;   L  = 0; 

do

if  j  < Nh   j = j+1;  
else j  = 1; 
end if;

копирование одной серии из  f0 в последовательность j;

L = L+1;  //подсчет количества серий
while  !f0.eof; 

for i  = 1 to N 
      t[i]   = i ;
end for;
//заносим адреса файлов в массив
do 
// слияние из t[1]   ...   t[nh] в  t[nh+1]   ...   t[n]   

(1) установка входных последовательностей;

L  = 0;

j   = Nh+1;   //  j  - индекс выходной последовательности  

do
L  = L+1;

(2) слияние а серий с входов b в t[j];

if  j  < N  j   = j+1;  
else j   = Nh+1;  
end if;
while  (3) все входы не исчерпаны 

(4) переключение  последовательностей 

while L != 1;
// отсортированная последовательность в t[1]  

end.
Уточним оператор первоначального распределения серий. Используя определение последовательности и процедуры сору, заменяем копирование одной серии из f0 в последовательность j на оператор

do copy(f0,f[j]) ;
while !f0.eor; 

//пока не конец серии
Копирование серии прекращается либо при обнаружении перво​го элемента следующей серии, либо по достижении конца вход​ного файла.

В нашем алгоритме сортировки осталось определить более де​тально следующие операторы:

(1) Установка на начало входных последовательностей.

(2) Слияние одной серии из входа на tj
(3) Переключение последовательностей.

(4) Все входы исчерпаны.

Обратите внимание: число активных входов может быть меньше N/2. Фактически 
максимальное чис​ло входов может быть равно числу серий, и сортировка заканчи​вается, как только останется одна-единственная последователь​ность. Может оказаться, что в начале последнего прохода сорти​ровки число серий будет меньше N/2. Поэтому мы вводим некоторую переменную, скажем k1, задающую фактическое чис​ло работающих входов. 
Понятно, что оператор (2) по исчерпании какого-либо входа должен уменьшать k1. Следовательно, предикат (3) можно легко пред​ставить отношением k1 != 0. Уточнить же оператор (2), однако, несколько труднее: он включает повторяющийся выбор наимень​шего из ключей и отсылку его на выход, т. е. в текущую выход​ную последовательность. К тому же этот процесс усложняется не​обходимостью определять конец каждой серии. Конец серии дос​тигается либо (1), когда очередной ключ меньше текущего ключа, либо (2) — по достижении конца входа. В последнем случае вход исключается из работы и k1 уменьшается, а в первом — закрыва​ется серия, элементы соответствующей последовательности уже не участвуют в выборе, но это продолжается лишь до того, как будет закончено создание текущей выходной серии. Отсюда сле​дует, что нужна еще одна переменная k2, указывающая число входов источников, действительно используемых при вы​боре очередного элемента. Вначале ее значение устанавливается равным k1 и уменьшается всякий раз, когда из-за условия (1) се​рия заканчивается.

Кроме этого необ​ходимо знать не только число последовательностей, но и то, ка​кие из них действительно используются. Вводим вторую карту для лент — ta. Эта карта используется вместо t, причем ta1, ..., tak2 — индексы доступных последовательностей. 
Как только будет достигнут конец любого файла оператор исключить ленту предполагает уменьшение k1 и k2, а так​же переупорядочение индексов в карте ta. Оператор закрыть се​рию просто уменьшает k2 и переупорядочивает соответствующим образом ta. 

Окончательный алгоритм: Сортировка с помощью сбалансированного слияния

BalancedMerge
const N = 4;   

Nh = N/2; 

int i,   j,  mx,   tx;
//индексы
int L,   k1,   k2;

type max,  x; 

//тип элементов последовательностей
int  t[N],  ta[N];
//массивы указателей на файлы
Sequence f0 ;  
//начальная последовательность

Sequence f[N]; 
//последовательности
char *fn[N];

//имена файлов
OpenRandomSeq(f0,100,737); 
//генерация последовательности
ListSeq(f0); 
//вывод на экран
for i = 1 to N 
//открытие файлов
      OpenSeq(f[i],fn[i]) ;
end for;  

j = 1; L = 0; StartRead(f0); 

do

    do

// распределение начальных серий t[1]...t[Nh]  


copy(f0,f[j]);

    while(!f0.eor);
    L++;

    if j < Nh  j = j+1; 
                else j = 1 ;
                end if;


}while(!f0.eof);

for i = 1 to N //сохранение номеров файлов
     t[i] = i ; ta[i]=0;
end for; 

do   // слияние из t[1]...t[Nh] в t[Nh+1]...t[N] 

if L < Nh  k1 = L;  //опред. числа активных входов
else k1 = Nh ;
end if;

for i = 1 to k1 

StartRead(f[t[i]], i); 
ta[i] = t[i]; 
//запись номеров активных файлов
end for;

L = 0; // число сливаемых серий  

j = Nh+1;  // j - индекс входной последовательности 

do  // слияние входных серий в t[j] 

L = L+1;  k2 = k1; 

do  // выбор минимального ключа 

i = 1; mx = 1; min = f[ta[1]].first; 

while i < k2  //поиск наименьшего ключа 

i = i+1; x = f[ta[i]].first; 

if x < min  

       min = x; mx = i ;
end if;
end while;

copydat(f[ta[mx]], f[t[j]]); 

if f[ta[mx]].eof    // исключение ленты  

StartWrite(f[ta[mx]], mx); 
for tx=mx to Nh

       ta[tx] = ta[tx+1]; 
end for;

k1 = k1-1; k2 = k2-1 ;





 else if f[ta[mx]].eor  
// закрытие серии 

for tx=mx to Nh

       ta[tx] = ta[tx+1]; 

end for;

k2 = k2-1 ;
end if;
while k2 != 0;
for i=0  to k1




     ta[i]=t[i];



            end for;
if  j  < N  j  = j+1;
else j = Nh+1;   
end if;
while k1 != 0; 
//пока не перепишем все серии из всех активных 
//последовательностей
for i   = 1 to Nh   
//замена адресов последовательностей
tx  = t[i];   t[i]   = t[i+Nh];   t[i+Nh]   = tx; 

end for;
while L != 1; 


// пока не получилась одна серия
ListSeq(f[t[1]]); //вывод на экран отсортированная последовательность в t[1]   

for j=0 toN

    Close(f[t[j]].f);

end for;
end.
        copydat(Sequence x, Sequence y)

Sequence z;

WriteWord(y.f,   x.first);   


x.eor=0;


z.first=x.first;


if(feof(x.f))


x.eor=x.eof=1;



return;


end if;
ReadWord(x.f, x.first);


if(x.first<z.first)


  x.eor=1;

end if;
         end;

4.8.4.  Многофазная сортировка
В сбалансированной сортировке ис​чезла необходимость в чистых операциях копирования, когда распределение и слияние оказались объединенными в одну фазу. Возникает вопрос: а нельзя ли еще эффективнее работать с дан​ными последовательностями? Оказывается, можно: в основе на​шего очередного усовершенствования лежит отказ от жесткого понятия прохода и переход к более изощренному использованию последовательностей. Мы больше не будем считать, что есть N/2 входов и столько же выходов и они меняются местами после каж​дого отдельного прохода. Более того, уже само понятие прохода делается расплывчатым. Новый метод был изобретен Р. Гилстэдом и называется многофазной сортировкой (Polyphase Sort).

Сначала продемонстрируем его на примере с тремя последова​тельностями. В каждый момент сливаются элементы из двух ис​точников и пишутся в третью переменную-последовательность. Как только одна из входных последовательностей исчерпывает​ся, она сразу же становится выходной для операции слияния из оставшейся, неисчерпанной входной последовательности и пре​дыдущей выходной.

Поскольку известно, что n серий на каждом из входов транс​формируются в n серий на выходе, то нужно только держать спи​сок из числа серий в каждой из последовательностей (а не опре​делять их действительные ключи). Будем считать (рис. 3.7), что вначале две входные последовательности f1 и f2 содержат соот​ветственно 13 и 8 серий. Таким образом, на первом проходе 8 се​рий из f1 и f2 сливаются в f3, на втором — 5 серий из f1 и f3 слива​ются f2 и т. д. В конце концов f1 оказывается отсортированная последовательность.

Во втором примере многофазная сортировка идет на 6 последо​вательностях (рис. 3.8). Сначала в f1 находится 16 серий, в f2 -15, в f3 — 14, в f4 — 12 и 8 серий — в f5. На первом частичном проходе 8 серий сливаются и попадают в f6, а в конце f2 содержит все отсортированное множество элементов.

Многофазная сортировка более эффективна, чем сбалансиро​ванная, поскольку она имеет дело с N – 1-путевым слиянием, а не с N/2-путевым, если она начинается с N последовательностей. Ведь число необходимых проходов приблизительно равно log N n, где n -число сортируемых элементов, а N — степень операции слияния, — это и определяет значительное преимущество нового метода.

Конечно, для этих примеров мы тщательно выбирали началь​ное распределение серий. Выбирая распределение для хорошей работы алгоритма, мы шли "с конца", т. е. начинали с заключительного распределения (последней строки на рис. 3.8). Пере​рывая так таблицы для наших двух примеров и "вращая" каждую строку на одну позицию относительно предыдущей строки, изучаем таблицы (см. табл. 2 и 3), соответствующие шести проходам для трех и шести последовательностей.
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Рис.3.7. Многофазная сортировка       Рис. 3.8. Многофазная сортировка 

слиянием 21 серии на  трех                  слиянием 65 серий на шести 

переменных-последовательностях      переменных-последовательностях 

Из табл. 2 при L  >0 можно вывести соотношения:
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Таблица 2. Идеальное распределение серий по двум последовательностям
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, получаем для i > 0: 
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Это рекурсивные правила (или рекурсивные отношения), опре​деляющие так называемые числа Фибоначчи:

0,1,1,2,3.5,8,13,21,34,55,...

Любое из чисел Фибоначчи — сумма двух предшествующих. Сле​довательно, для хорошей работы многофазной сортировки на трех последовательностях необходимо, чтобы числа начальных серий в двух входных последовательностях были двумя соседними чис​лами Фибоначчи.

А что можно сказать по поводу второго примера с шестью по​следовательностями (табл. 3)? Опять легко вывести правила образования для числа серий:
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Подставляя fi вместо 
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 для i ≥ 4

f4=1, fi=0 для i < 4

Такие числа называются числами Фибоначчи четвертого порядка. В общем случае числа Фибоначчи порядка р определяются следующим образом:
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 для i ≥ p
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Заметим, что обычные числа Фибоначчи — числа первого порядка. 

Таблица 3. Идеальное распределение серий по пяти последовательностям
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Теперь уже ясно, что начальные числа серий для совершенной разной сортировки с N последовательностями представляют собой суммы любых N-1, N-2, ...,1 последовательных чисел Фибоначчи порядка N- 2. Отсюда явно следует, метод применим лишь для входов, сумма серий на которых есть сумма N- 1 таких чисел Фибоначчи. А что делать, если  число начальных серий отличается от такой идеальной суммы? Ответ прост (и типичен для подобных ситуаций): будем считать, что у нас есть гипотетические пустые серии, причем столько, что сумма пустых и реальных, серий равна идеальной сумме. Такие серии будем называть просто пустыми (dummy runs). 

Однако фактически этот выход из положения неудовлетворителен поскольку он сразу же порождает новый и более трудный вопрос: как распознавать во время слияния такие пустые серии?

Прежде чем отвечать на такой вопрос, сначала исследуем пробле​му начального распределения фактических и пустых серий на N- 1 лентах *.
* Размещать недостающие пустые серии в одной последовательности не имеет смысла, ибо алгоритм может просто зациклиться. Следовательно, их нужно как то перемешивать с реальными сериями на всех лентах.

Однако в поисках подходящего правила распределения необходимо прежде всего знать, как будут сливаться пустые и реальные серии Ясно, что если мы будем считать серию из последовательности i пустой, то это просто означает, что в слиянии она не участвует и оно (слияние) проходит не из N - 1 последовательностей, а из меньшего их числа Слияние пустых серий со всех N- 1 источников означает, что никакого реального слияния не происходит, вместо него в выходную последовательность записывается результирующая пустая серия. Отсюда можно заключить, что пустые серии нужно как можно более равномерно распределять по N - 1 последовательностям, ведь мы заинтересованы в реальном слиянии из как можно большего числа источников.
Теперь на некоторое время забудем о пустых сериях и рассмотрим задачу распределения неизвестного числа серий по N- 1 последовательностям. Ясно, что в процессе распределения можно вычислять числа Фибоначчи порядка N - 2, определяющие желательное число серий в каждом из источников. Предположим например, что N= 6, и, ссылаясь на табл. 3, начнем распреде​лять серии, как указано в строке с индексом 1 = 1 (1, 1, 1, 1, 1) если есть еще серии, то переходим ко второй строке (2, 2, 2, 2,1) если все еще остаются серии, то берем третью строку (4,4,4,3,2) и т. д. Будем называть индекс строки уровнем. Очевидно, чем больше число серий, тем выше уровень чисел Фибоначчи, который в данном случае равен количеству проходов или переключений необходимых для последующей сортировки. Тогда в первом приближении можно сформулировать такой алгоритм распределения

1. Пусть наша цель — получить при распределении числа Фибоначчи порядка N - 2 и уровня 1.

2. Проводим распределение, стремясь достичь цели.
3. Если цель достигнута, вычисляем следующий уровень чисел Фибоначчи, разность между этими числами и числами на пре​дыдущем уровне становится новой целью распределения. Возвращаемся к шагу 2. Если цель невозможно достичь из-за того, что входные данные исчерпаны, заканчиваем распределение.
Правила вычисления следующего уровня чисел Фибоначчи содержатся в их определении. Таким образом, мы можем сконцентрировать внимание на шаге 2, где, имея цель, необходимо распределять одну за другой поступающие серии по N- 1 выходным последовательностям. Именно в этот момент в наших рассуждениях и появляются пустые серии.

Предположим, повышая уровень, мы вводим новые цели с помощью разностей di, для i = 1,… ,N - 1, где di, обозначает число серий, которые нужно на данном шаге направить в последовательность i. Теперь можно считать, что сразу помещаем di, пустых серий в последовательность i, а затем рассматриваем последующее распределение как замену пустых серий на реальные, отмечая каждую замену вычитанием 1 из счетчика di Таким образом, по исчерпании входного источника di, будет указывать число пустых серий в последовательности i .

Какой алгоритм ведет к оптимальному распределению, неизвестно, но излагаемый ниже алгоритм дает весьма хорошие результаты Он называется горизонтальным распределением, этот термин становится понятным, если представить себе серии сложенными в пирамиду, как это показано на рис. 3.9  для N = 6 уровня 5 (см табл. 3) .

Для того чтобы получить равномерное распределение остаю​щихся пустых серий наиболее быстрым способом, будем считать, что замены на реальные серии сокращают размер пирамиды пус​тые серии выбираются из пирамиды слева направо. При таком способе серии распределяются по последовательностям в порядке номеров, приведенных на рис. 3.9.

Теперь мы уже в состоянии описать алгоритм в виде процедуры с именем select, к которой обращаются каждый раз после копирования, когда нужно выбирать, куда отправлять новую серию. Будем считать, что есть переменная, указывающая индекс текущей выходной последовательности, а аi, и di, — числа идеального и "пустого" распределения для последовательности i.
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Рис. 3.9. Горизонтальное распределение серий
int j 

int a[N] ,d[N]    

int level
Эти переменные инициализируются такими значениями:

ai=1, di=1 для i=1,…,N-1,

aN=0, dN=0 пустые,

j=1, level =1.

Отметим, что select должно выделять очередную строку таблицы табл. 3, т. е. значения 
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 при каждом увеличении уровня. В этот же момент вычисляются и cледующие цели — разности 
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. Приведенный алгоритм основан на том, что результирующее di, при увеличении индекса уменьшается (ведущие вниз ступени на рис. 3.9). Обратите внимание, что nepexoд от уровня 0 к уровню 1 представляет собой  исключение, поэтому алгоритм можно использовать начиная с уровня 1. Работа select заканчивается уменьшением dj на 1, эта операция соответствую замене пустой серии в последовательности на реальную серию.

Будем считать, что у нас есть процедура копирования серии с входа f0 в fi, тогда мы можем сформулировать фазу начального распределения следующим образом (предполагается, что в ней крайней мере одна серия)

do select; copyrun;
while !f0.eof; 

Однако здесь следует на мгновение задержаться и вспомнить, что происходило при распределении серий в ранее разбиравшей сортировке естественным слиянием: две последовательно поступающие на один выход серии могут превратиться в одну-единственную, что приведет к нарушению ожидаемого числа серий. Если бы мы имели дело с алгоритмом, правильная работа которого не зависит от числа серий, то на такой побочный эффект мож​но было, не обращать внимания. Однако в многофазной сортиров​ке мы особенно заботимся о точном числе серий в каждой после​довательности. Поэтому мы не можем отмахнуться от эффекта такого случайного слияния, и приходится усложнять наш алго​ритм распределения. Нужно для всех последовательностей хра​нить ключ последнего элемента последней серии. К счастью, наша реализация модуля Sequences это предусматривала. В случае вы​ходных последовательностей f.first представляет последний за​писанный элемент. Очередная попытка написать алгоритм рас​пределения может выглядеть так:

do        select;
if f[j].first <= f0.first  

продолжать старую серию 
end if;
copyrun; 

while !f0.eof; 

Очевидная ошибка — забыли, что f[j].first получает опреде​ленное значение лишь после копирования первого элемента. Пра​вильно было бы распределить по одной серии в каждую из N- 1 выходных последовательностей, не обращаясь к f[j].first.* Ос​тавшиеся же серии распределяются в соответствии с нижеприве​денным алгоритмом:

* Надо еще учесть, что при таком начальном "засеивании" серии могут кон​читься!

Теперь можно приступить к самому главному ал​горитму многофазной сортировки слиянием. Его основная струк​тура подобна главной части программы N-путевого слияния: внешний цикл сливает серии, пока не будут исчерпаны входы, внутренний сливает одиночные серии из каждого источника, а са​мый внутренний цикл выбирает начальный ключ и пересылает включаемый элемент в целевой файл, Принципиальные отличия же в следующем: 

1. В каждом проходе только одна выходная последовательность, а не N/2.

2. Вместо переключения на каждом проходе N/2 входных и N/2 выходных последовательностей на выход подключаете освободившаяся последовательность. Это делается с помощью карты индексов последовательностей.

3. Число входных последовательностей меняется от серии к серии. В начале каждой серии оно определяется по счетчикам пустых серий di : если di > 0 для вcех i, то делаем вид, что сливаем N -1 пустых серий и создаём пустую серию на выходе, т. е. просто увеличиваем dN для выходной последовательности В противном, случае сливается по одной серии из источников, где di = 0, a di, для других уменьшается на единицу; это означает, что из них взято по пустой серии. Число входных последовательностей, участвующих в слиянии, обозначается через k.

4. Определять окончание фазы по концу (N-1)-й последовательности уже нельзя, поскольку из этого источника может требоваться слияние пустых серий. Вместо этого теоретически необходимое число серий определяется по коэффициентам аi. Сами коэффициенты аi вычисляются на этапе paспределения, теперь они могут вновь перевычисляться.

Теперь в соответствии с этими правилами можно написать главную часть многофазной сортировки. Считается, что все N - 1 последовательности с исходными сериями находятся в состоянии чтения, а компоненты карты лент ti = i.

Фактически операция слияния почти идентична той же опера​ции в сортировке с помощью N-путевого слияния, разница толь​ко в том, что здесь алгоритм исключения последовательности не​сколько проще. Поворот карт индексов последовательностей и со​ответствующих счетчиков di (так же, как и перевычисление коэффициентов аi при переходе на низший уровень) очевиден, с этими действиями можно детально ознакомиться в программе, приведенной в листинге, которая и представляет собой пол​ный алгоритм многофазной сортировки (Polyphase).

Select() 
//начальное распределение последовательностей
int i, z; 

                 if d[j] < d[j+1] j = j+1;      

                 else  
if d[j] ==0  

                           level = level+1; 

                           z = a[i];

                           for i   =  1 tо N  //вычисление чисел Фибоначчи
                                 d[i]  = z + a[i+1] – a[i];

                                 a[i] = z+ a[i+1];
                            end for; 

                         end if;

                         j  = 1; 

                  end if;

                  d[j] = d[j] -1;
end;

copyrun(f0, f[j])
 // из f0 в f[j] 

                 do copy(f0, f[j]) ;
//копирование 1-й серии
                 while !f0.eor ;
end;

PolyphaseSort()

const N = 6;

int i, j, mx, tn;

int k,  dn,  z,   level; 

type x, min;
int a[N], d[N];

int t[N], ta[N];

Sequence f0;

Sequence f[N];

сhar *fn[N];
//имена файлов
OpenRandomSeq(f0,100,561);   //запись в файл случайных чисел
ListSeq(f0); 


//вывод на экран последовательности
for i  = 1 to N 
                 OpenSeq(f[i], fn[i]); 
//открытие файлов
end for; 

for i  = 1 to N-1 
// распределение начальных серий по одной
                  a[i]  = 1;  d[i] = 1;  

                  StartWrite(f[i]) ;
end for;

level  = 1; j = 1;  
a[N] = 0; d[N]=0;
//выходной файл
StartRead(f0);

do 
       Select();  


//распределеляет числа Фибоначчи по уровням
       Copyrun(f0, f[j]);  
//запись серии в f[j]
while !f0.eof && (j != N-1); //для учета, что серий меньше чем файлов
j=1; 

while !f0.eof 

//разливаем в файлы остальные серии из f0
                  Select();  

// в f[j].first = последний записанный в f[j] элемент 

                  if f[j].first <= f0.first 
                         Copyrun(f0, f[j]);
                         if f0.eof   

//если последовательность закончилась
                               d[j]  = d[j]+ 1 ; 
//добавляем пустую
                         else Copyrun(f0, f[j]); 

                         end if;
                  else Copyrun(f0, f[j]); 
                  end if;
end while;

for i  = 1 to N-1 
                  t[i]  = i;


//запись таблицы адресов
                  StartRead(f[i], i) ; 
//чтение первого элемента
end for; 

t[N]  = N; 


//выходной файл
do 

//сортировка слиянием из t[1]  ...   t[N-1] в t[N] 

                  z  = a[N-1];  d[N]  = 0;  //в z число сливаемых из всех файлов серий
      StartWrite(f[t[N]], t[N]); 

                  do 
k = 0;   //слияние одной серии 

                       for i  = 1 to N-1 
                            if d[i] > 0 
                                 
d[i] = d[i] –1;

//сливаем пустую серию 

                            else 
ta[k]  = t[i];  k  = k+1;  //адрес файлов, где есть серии
                            end if;
                            if k== 0 
                                    d[N] = d[N] +1; 
// 1 пустая серия в выходной файл
                           else  

//слияние одной реальной серии из tа[1]... tа[k] в t[N]

                                    do 
                                           i = 1; mx = 1; min = f[ta[1]].first; 

                                           while i < k 
//поиск минимума
                                                     i = i+1; x = f[ta[i].first; 

                                                     if x < min 

                                                          min = x; mx = i ;
                                                     end if;
                                           end while;

                                           copy (f[ta[mx],f[t[N]]); 

                                           if f[ta[mx]].eor       // конец серии, сброс этого источника 

                                               for tx=mx to k
      ta[tx] = ta[tx+1]; 
            end for;

  


            k = k-1 ;
                                           end  if;
                                    while  k! = 0; 

                           end if;

                           z = z-1 ;  //кол-во записанных серий
                  while z != 0; 

                  StartRead(f[t[N]], t[N]); 
//t[N] становится входным файлом 

                  tn = t[N]; dn = d[N]; z = a[N-1]; 

                  for i = N to 1 by -1 
//вычитание из чисел Фибоначчи числа слитых серий
                       t[i] = t[i-1]; d[i] = d[i-1]; a[i] = a[i-1]-z; 

                  end for;  

                  t[1] = tn; d[1] = dn; a[1] = z;
//t[1] – выходной файл
                  StartWrite(f[t[1]], t[N]); 

//открытие на запись
                  level = level-1; //уменьшаем номер уровня
while level != 0;  

ListSeq(f[t[1]]);  //печать сортированной последовательности
for i = 1 to N  
      CloseSeq(f[i]); //закрытие файлов
end for ;
CloseSeq(f0);

end.
4.8.5. Распределение начальных серий

Мы пришли к сложным программам последовательной сортиров​ки, поскольку более простые методы, работающие с массивами, предполагают, что у нас есть достаточно большая память со слу​чайным доступом, в которой можно хранить все сортируемые дан​ные. Очень часто такой памяти в машине нет, и вместо нее прихо​дится пользоваться достаточно большой памятью на устройствах с последовательным доступом. Мы видели, что методы последовательной сортировки не требуют практически никакой иной памяти, если не считать буферов для файлов и, конечно, самой программы. Однако даже на самых маленьких машинах оперативная память со случайным доступом по размерам, почти всегда превышающая память, требующуюся для создания программ. Непростительно было бы не попытаться использовать ее оптимальным образом.

Решение заключается в объединении методов сортировок массивов и для последовательностей. В частности, на этапе распределения начальных серий можно использовать какую-либо специально приспособленную сортировку массивов для того, чтобы получить серии, длина которых L была бы приблизительно равна размеру доступной оперативной памяти. Ясно, что в последующих проходах, выполняющих слияние, никакая дополнительная сортировка, ориентированная на массивы, улучшений не даст, так как размер серий постоянно растет и всегда превышает размер доступной оперативной памяти. Поэтому мы можем полностью сосредоточить внимание на улучшении алгоритма формирования начальных серий.

Естественно, мы сразу же обращаемся к логарифмическим алгоритмам сортировки массивов. Наиболее подходящими из них представляются сортировка по дереву или метод HeapSort. Пирамиду можно рассматривать как некоторого рода туннель, через который должны пройти все элементы — одни быстрее, другие медленнее. Наименьший ключ легко извлекается из вершины пирамиды, а его замещение — очень эффективный процесс. 

5. АЛГОРИТМЫ СРАВНЕНИЯ С ОБРАЗЦОМ

5.1. Сравнение строк

Задача состоит в том, чтобы найти первое вхождение неко​торой подстроки в длинном тексте. Поиск последующих вхождений основан на том же подходе. Это сложная задача, поскольку совпадать должна вся строка целиком. Стандартный алгоритм начинает со срав​нения первого символа текста с первым символом подстроки. Если они совпадают, то происходит переход ко второму символу текста и под​строки. При совпадении сравниваются следующие символы. Так продолжается до тех пор, пока не окажется, что подстрока целиком совпала с отрезком текста, или пока не встретятся несовпадающие символы. В первом случае задача решена, во втором мы сдвигаем указатель теку​щего положения в тексте на один символ и заново начинаем сравнение с подстрокой. Этот процесс изображен на рис. 4.1.

Текст: 

there they are
Проход 1: 
            they
Текст: 

there they are

Проход 2: 
             they 

Текст: 

there they are

Проход 3: 
               they 

Текст: 

there they are

Проход 4:                       they

Текст: 

there they are they

Проход 5: 
                  they

Текст: 

there they are they

Проход 6: 
                    they

Текст: 

there they are they

Проход 7:
                     they
Рис. 4.1. Поиск образца they в тексте there they are.
При первом проходе три первых символа подстроки совпадают с символами текста. Однако толь​ко седьмой проход дает полное совпадение. (Совпадение находится после 13 сравнений символов.)

Следующий алгоритм осуществляет стандартное сравнение строк:

subLoc=l; 
 //указатель текущ. сравниваемого символа в подстроке 

textLoc=l;
 //указатель текущего сравниваемого символа в тексте 

while (textLoc<=strlen(text)&&subLoc<= strlen (substring))


if (text[textLoc]==substring[subLoc])  



textLoc=textLoc+l;


subLoc=subLoc+l;

else if subLoc==strlen (substring)  break;
           else 
// начать сравнение заново со следующего символа

textLoc=textLoc+l;


subLoc=l;

end if ;
end while;
if (subLoc== strlen (substring)) 


Write(“ok”); 
// совпадение найдено 

else

Write(“no”);   // совпадение не найдено 

end if;
end.
Из алгоритма ясно, что основная операция — сравнение символов, и именно число сравнений и следует подсчитывать. В наихудшем случае при каждом проходе совпадают все символы за исключением последне​го. Сколько раз это может произойти? По одному разу на каждый сим​вол текста. Если длина подстроки равна S, а длина текста равна Т, то, похоже, в наихудшем случае число сравнений будет равно S(T - S + I). Посмотрим теперь, возможна ли в принципе такая ситуация. Будем ис​кать подстроку XX... XXY, состоящую из S - 1 буквы X и одной буквы Y, в тексте XX... ХХХХХ, состоящем из Т букв X. Такой набор символов и дает искомое наихудшее поведение. Следует отметить, что в естествен​ных языках таких слов обычно не бывает, поэтому можно ожидать, что производительность приведенного алгоритма на текстах естественного языка оказывается намного выше. Как показывают исследования, на текстах естественного языка сложность приведенного алгоритма ока​зывается немногим больше Т.

Проблема стандартного алгоритма заключается в том, что он затрачи​вает много усилий впустую. Если сравнение начала подстроки уже произ​ведено, то полученную информацию можно использовать для того, чтобы определить начало следующего сравниваемого отрезка текста. Например, при первом проходе на рис. 4.1 расхождение с образцом осуществляется на четвертом символе, а в первых трех символах произошло совпадение. При взгляде на образец видно, что третий символ встречается в нем лишь однажды, поэтому первые три символа текста можно пропустить и начать следующее сравнение с четвертого, а не со второго символа текста. Сейчас мы опишем способы использования этой возможности.
5.2. Конечные автоматы

Конечные автоматы используются для решения задачи о том, при​надлежит ли данное слово данному языку. Конечный автомат предста​вляет собой простое устройство, описываемое текущим состоянием и функцией перехода. Функция перехода формирует новое состояние ав​томата по текущему состоянию и значению очередного входного сим​вола. Некоторые состояния считаются принимающими, и если после окончания ввода автомат оказывается в принимающем состоянии, то входное слово считается принятым.

Конечный автомат, настроенный на данный образец, можно исполь​зовать для сравнения с образцом; если автомат переходит в принимаю​щее состояние, то это означает, что образец найден в тексте. Исполь​зование конечных автоматов очень эффективно, поскольку такой авто​мат обрабатывает каждый символ однократно. Поэтому поиск образца с помощью конечного автомата требует не более Т сравнений. Теперь встает задача создания конечного детерминированного автомата, отве​чающего данной подстроке. Это непросто; существующие алгоритмы работают долго. Поэтому конечные автоматы и не дают общепринято​го хорошего решения задачи сравнения с образцом.
5.3. Алгоритм Кнута—Морриса—Пратта

При построении конечного автомата для поиска подстроки в тексте легко построить переходы из начального состояния в конечное прини​мающее состояние: эти переходы помечены символами подстроки (см. рис. 4.2). Проблема возникает при попытке добавить другие символы, которые не переводят в конечное состояние.
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Рис. 4.2. Начало построения автомата для поиска подстроки hello
Приблизительно в 1970 г. Д. Кнут, Д. Морис и В. Пратт изобрели алгоритм, фактически требующий только N сравнений даже в самом плохом случае. Новый алгоритм основывается на том соображении, что после частичного совпадения начальной части слова с соответствующими символами текста фактически известна пройденная часть текста и можно вычислить некоторые сведения (на основе самого слова), с помощью которых потом можно быстро продвинуться по тексту.
Работа алгоритма производится в два этапа:

1. Анализируется строка-образец P. По результатам анализа заполняется вспомогательный массив смещений D.

2. Производится поиск в строке S с использованием строки-образца P и массива смещений D.

Алгоритм Кнута-Морриса-Пратта основан на принципе конечного автомата, однако он использует более простой метод обработки непод​ходящих символов. В этом алгоритме состояния помечаются симво​лами, совпадение с которыми должно в данный момент произойти. Из каждого состояния имеется два перехода: один соответствует успешно​му сравнению, другой — несовпадению. Успешное сравнение переводит нас в следующий узел автомата, а в случае несовпадения мы попадаем в предыдущий узел, отвечающий образцу (второе а в исходной строке для текста abababcbab).  Пример автомата Кнута-Морриса-Пратта для подстроки ababcb приведен на рис. 4.3.
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Рис. 4.3. Полный автомат Кнута-Морриса-Пратта для подстроки ababcb
При всяком переходе по успешному сравнению в конечном автомате Кнута-Морриса-Пратта происходит выборка нового символа из тек​ста. Переходы, отвечающие неудачному сравнению, не приводят к вы​борке нового символа; вместо этого они повторно используют послед​ний выбранный символ. Если мы перешли в конечное состояние, то это означает, что искомая подстрока найдена. Проверьте текст abababcbab на автомате, изображенном на рис. 4.3, и посмотрите, как происходит успешный поиск подстроки.

Приведем пример поиска слова ABCABD показывает принцип работы такого алгоритма. Символы, подвергшиеся сравнению, здесь подчеркнуты. Обратите внимание: при каждом несовпадении пары символов слово сдвигается на все пройденное расстояние, поскольку меньшие сдвиги не могут привести к полному совпадению.
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         ABCABD


//D!=С сдвиг на 3




                 ABCABD


//D!=С сдвиг на 3





              ABCABD

//A!=С сдвиг на 2  






                    ABCABD
//A!=B сдвиг на 1





                       ABCABD       //совпало
Рис.4.4. Сравнение с образцом
Прежде, чем перейти к анализу этого процесса, рассмотрим как за​даются переходы по несовпадению. Заметим, что при совпадении ниче​го особенного делать не надо: происходит переход к следующему узлу. Напротив, переходы по несовпадению определяются тем, как искомая подстрока соотносится сама с собой. Например, при поиске подстроки ababcb нет необходимости возвращаться назад на четыре позиции при необнаружении символа с. Если уж мы добрались до пятого символа в образце, то мы знаем, что первые четыре символа совпали, и поэто​му символы аb в тексте, отвечающие третьему и четвертому символам образца, совпадают также с первым и вторым символами образца. 

Центральное место в Алгоритме КМП-поиска играет вспомогательный массив D. Поясним его назначение. Массив D содержит значения, которые нужно добавить к текущему значению j в позиции первого несовпадения символов в строке S и подстроке P.

j 
0 1 2 3  4 5 6 7


a b с d  a b с e

dj 
1 0 0 0 -1 0 0 3

f g с a b с f a b у a a b с d a b с ! b d a b с d a b с e a b с
a b с d  a b с e
   a b с d  a b с e
      a b с d  a b с e 

         a b с d  a b с e



      j=3; d[3]=0; j-d[3]=3-0=3; сдвиг на 3 позиции


      a b с d  a b с e



         a b с d  a b с e

      j=2; d[2]=0; j-d[2]=2-0=2; сдвиг на 2 позиции



   a b с d  a b с e


      a b с d  a b с e

      j=1; d[1]=0; j-d[1]=1-0=1; сдвиг на 1 позицию

  

         a b с d  a b с e

      j=7; d[7]=3; j-d[7]=7-3=4; сдвиг на 4 позиции




                   a b с d  a b с e

      j=3; d[3]=0; j-d[3]=3-0=3; сдвиг на 3 позиции




                            a b с d  a b с e




                   a b с d  a b с e




                      a b с d  a b с e





             a b с d  a b с e  совпадение
Рис. 4.5. Частичное совпадение со словом и вычисление d j.

Основным отличием КМП-алгоритма от алгоритма прямого поиска является осуществления сдвига слова не на один символ на каждом шаге алгоритма, а на некоторое переменное количество символов. Таким образом, перед тем как осуществлять очередной сдвиг, необходимо определить величину сдвига. Для повышения эффективности алгоритма необходимо, чтобы сдвиг на каждом шаге был бы как можно большим. Реальное ускорение поиска получается, если в строке S достаточно часто встречаются последовательности символов, совпадающие с началом образца P.
subLoc=l; 
 // указатель тек.  сравниваемого символа в подстроке 

textLoc=l;
 // указатель тек.  сравниваемого символа в тексте
while (textLoc<=strlen(text)&&subLoc<= strlen (substring))


if (subLoc>=0 || text[textLoc]==substring[subLoc])

  

textLoc=textLoc+l ;


subLoc=subLoc+l ;
else      // совпадения нет; переход по несовпадению


subLoc=fail[subLoc] ;
end while;
if  (subLoc>length(substring)) 


return textLoc-length(substring)+l ;
// найденное совпадение 

else

return 0;      // искомая подстрока не найдена 

end if;
end.
Точный анализ КМП-поиска, как и сам его алгоритм, весьма сложен. Его изобретатели доказывают, что требуется порядка M+N сравнений символов, что значительно лучше, чем M*N сравнений из прямого поиска. Они так же отмечают то положительное свойство, что указатель сканирования i никогда не возвращается назад, в то время как при прямом поиске после несовпадения просмотр всегда начинается с первого символа слова и поэтому может включать символы, которые ранее уже просматривались. Это может привести к негативным последствиям, если текст читается из вторичной памяти, ведь в этом случае возврат обходится дорого. Даже при буферизованном вводе может встретиться столь большое слово, что возврат превысит емкость буфера.

5.4. Алгоритм Бойера—Мура
В отличие от алгоритмов, обсуждавшихся выше, алгоритм Бойера-Мура осуществляет сравнение с образцом справа налево, а не слева на​право. Исследуя искомый образец, можно осуществлять более эффек​тивные прыжки в тексте при обнаружении несовпадения.

В примере, изображенном на рис. 4.4, мы сначала сравниваем у с r и обнаруживаем несовпадение. Поскольку мы знаем, что буква r вообще не входит в образец, мы можем сдвинуться в тексте на целых четыре буквы (т. е. на длину образца) вправо. Затем мы сравниваем букву у с h и вновь обнаруживаем несо​впадение. Однако поскольку на этот раз h входит в образец, мы можем сдвинуться вправо только на две буквы так, чтобы буквы h совпали. Затем мы начинаем сравнение справа и обнаруживаем полное совпаде​ние кусочка текста с образцом. В алгоритме Бойера-Мура делается 6 сравнений вместо 13 сравнений в исходном простом алгоритме.

Текст: 

there they are

Проход 1: 
           they

Текст: 

there they are

Проход 2: 
                  they 

Текст: 

there they are

Проход 3: 
                    they 

Рис. 4.6. Поиск образца they в тексте there they are
(совпадение находится после 6 сравнений символов)



ABCABCABFABCABD


ABCABD  


//не совпало с ‘C’, d[‘C’]=3



        ABCABD  

//не совпало с ‘F’ его нет в слове, d[‘F’]=6



             ABCABD  
//совпадение, слово найдено
Рис. 4.7. Частичное совпадение со словом и вычисление d j.
textLoc=length(pattern); 
//текст
patternLoc=length(pattern); 
//образец
while (textLoc<=length(text) && patternLoc>0)  


if(text[textLoc]==pattern[patternLoc])



textLoc=textLoc-l ;


patternLoc=patternLoc-l;

 else 



textLoc=textLoc+jump[text[textLoc]];


patternLoc=length(pattern) ;

end if ;

end while;

if (patternLoc==0)


return textLoc+1; // совпадение найдено 

else

return 0; 

end if;
end.
Идея алгоритма БМ-поиска состоит в том, что сравнению подвергаются не первые, а последние символы образца P и очередного фрагменто строки S. Если не равны, то сдвиг происходит на всю длину образца. Если равны, то сравнению подвергаются предпоследние символы и т.д. При несовпадении очередных символов величина сдвига извлекается из таблицы D, которая, таким образом выполняет ключевую роль в этом алгоритме. Заполнение таблицы D происходит следующим образом. Размер таблицы определяется размером алфавита, то есть количеством кодов символов, которые могут появляться в тексте. Первоначально все байты таблицы заполняются значением, равным длине строки-образца для поиска P. Далее последовательно извлекаются символы строки-образца P, начиная с первого. Для каждого символа определяется позиция его самого правого вхождения в строку образец P. Это значение и заносится в таблицу D на место, соответствующее этому символу.
for j=0 to 255

     d[j]=M;

end for ;
for j=0 to M-2

     d[p[j]]=M-j-1;

end for ;

Исследования показывают, что при поиске образца из шести или более букв в тексте на естественном языке ка​ждый символ образца сравнивается с 40% или менее символов текста. При возрастании длины образца этот показатель падает до 25%.
5.5. Приблизительное сравнение строк

Причины, по которым сравнение образца и подстроки текста оказа​лось неудачным, принято разбивать на классы. Отличие может состо​ять в том, что соответствующие символы образца и подстроки оказа​лись различными, что в образце есть символы, отсутствующие в тексте, что в тексте есть символы, отсутствующие в образце. Ошибки набора, как правило, относятся к одной из этих трех категорий, причем ошибка, заключающаяся в перестановке двух соседних букв интерпретируется как два отличия первого типа.

Обычно мы будет искать соответствие подстроке с точностью k, где через k обозначено максимальное число отличий, упомянутых в пре​дыдущем абзаце. Нам придется учесть несколько возможностей. Что означает, например, несовпадение первого символа строки-образца и текста? Оно может означать, как несовпадение символов, так и от​сутствие нужного символа в строке или тексте. Даже если символы совпадают, может оказаться, что лучшее совпадение строк в целом до​стигается, если считать первый символ образца или текста пропущен​ным.

Попробуем, например, сравнить строку ad со строкой read. При сравнении с начала текста мы получаем два возможных 2-приближенных со​впадения (либо символ а следует заменить на г, а символ d — на е, либо нужно добавить к образцу пропущенные впереди символы re). Кроме того при сравнении с первой позиции есть 3-приближенное совпадение (добавить символ г и заменить ad на еа). При сравнении со второй по​зиции имеется 2-приближенное совпадение (заменить ad на еа), а также 1-приближенное совпадение (добавить впереди символ е).

Видно, что число возможностей очень велико. Даже при совпадении нескольких первых символов, за которым следует несовпадение, может оказаться, что лучшее приближение достигается при изменении неко​торых символов в образце или в тексте или добавлении тех или иных символов туда и сюда. Как найти все возможности, сохранив при этом разумную структуру данных и алгоритма? Сложность алгоритма, про​веряющего все возможности, чересчур высока. Мы предпочитаем упро​стить алгоритм за счет усложнения структур данных.

Будем решать задачу путем создания матрицы с именем diffs, в ко​торой накапливается вся до сих пор полученная информация. Каждому символу образца соответствует строка матрицы, а каждому символу текста — столбец. Значения элементов матрицы показывают, насколь​ко похожи текст и образец к данному моменту. Скажем, если на пересечении пятой строки и 27-го столбца стоит число 4, то это означает, что при сравнении первых пяти символов образца с отрезком текста, кончающимся 27-ым символом, мы обнаружили четыре расхождения.

Число расхождений в произвольной позиции определяется тремя со​седними элементами матрицы, находящимися непосредственно сверху, слева и сверху-слева от данного. При использовании верхнего соседа мы предполагаем, что в тексте пропущен элемент образца. При использо​вании левого соседа предполагается, что в образце пропущена буква из текста. Сосед по диагонали отвечает за совпадение или несовпадение символов. Точнее говоря, клетку diffs [i][ j] мы заполняем минимумом из трех значений:

1. diffs[i-l][j-1],  если substring[i]=text [j], в противном случае

2. diffs[i-1][j]+l, (символ substring[j] отсутствует в тексте);

3. diffs[i][j-l]+l,  (символ substring[j] отсутствует в образце).

При запуске процесса мы обращаемся к строке i = 0, лежащей вне матрицы, и полагаем значения ее элементов равными нулю, а также к лежащему вне матрицы столбцу j = 0, и полагаем значения его элемен​тов равными номеру соответствующей строки. Пример заполнения для образца trim и текста try the trumpet приведен на рис. 4.7.
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Рис. 4.7. Матрица diffs для образца trim и текста try the trumpet
При взгляде на последний элемент столбца мы видим число 2; это означает, что выравнивание образца trim так, чтобы он кончался в символе у текста, требует двух изменений обсуждавшихся выше типов. Эти два изменений касаются удаления буквы m образца, отсутствующей в тексте за у, а также несовпадение у с i, либо отсутствие i перед у в тексте и несовпадение у с m. Поэтому в последней строке собраны наилучшие возможные совпадения образца с подстрокой текста, конча​ющейся данным символом. Из таблицы ясно, что наилучшее совпадение образца с текстом происходит в начале trum слова trumpet: единствен​ное отличие наблюдается между буквами i и u.

При реализации этой процедуры мы должны были бы задать не толь​ко образец и текст, но и переменную для хранения минимального числа различий. Алгоритм заполнял бы матрицу столбец за столбцом, пока нижний элемент столбца не превышает установленной границы. Это означает, что алгоритм не обязан хранить в памяти все ST элемен​тов матрицы (где S — длина образца, а Т — длина текста), а может обойтись 2S ячейками для хранения целых чисел: достаточно хранить вычисляемый столбец и предыдущий, которым он однозначно опреде​ляется.

Число сравнений в наихудшем случае равно ST. Заметим, что даже при реализации всех возможных различий этот процесс выполняется со скоростью непосредственного поиска точного соответствия образцу.

6. Алгоритмы на ГРАФах
Теория графов является важной частью вычислительной математики. С помощью этой теории решаются большое количество задач из различных областей. Граф состоит из множества вершин и множества ребер, которые соединяют между собой вершины. С точки зрения теории графов не имеет значения, какой смысл вкладывается в вершины и ребра. Вершинами могут быть  населенными пункты, а ребрами дороги, соединяющие их, или вершинами являться подпрограммы, соединенные вершин ребрами означает взаимодействие подпрограмм. Часто имеет значение  направления дуги в графе. Если ребро имеет направление, оно называется дугой, а граф с ориентированными ребрами называется орграфом.

Дадим теперь более формально основное определение теории графов. Граф G есть упорядоченная пара (V, E), где V - непустое множество вершин, E - множество пар элементов множества V, пара элементов из V называется ребром. Упорядоченная пара элементов из V называется дугой. Если все пары в Е - упорядочены, то граф называется ориентированным.

Граф можно представить в виде списочной структуры, состоящей из списков двух типов – списка вершин и списков ребер. Элемент списка вершин содержит поле данных и два указателя. Один указатель связывает данный элемент с элементом другой вершины. Другой указатель связывает элемент списка вершин со списком ребер, связанных с данной вершиной. Элемент списка дуг состоит только из двух указателей. Первый указатель используется для того, чтобы показать в какую вершину дуга входит, а второй – для связи элементов в списке дуг вершины.

      a              b               A                           B                          C                           D  
      c              d

                                     (a,b)                   (a,c)                      (a,d)                    (b,d)                 (c,d)  
                                       

    
                           список дуг, связанных с вершиной a
        элементы списка дуг



Рис. 5.1. Представление графа в виде списочной структуры 
Для ориентированного графа используют список дуг, исходящих из вершины. 
Рис. 5.2. Представление ориентированного графа в виде списочной структуры
Список смежностей – списочная структура для не ориетированного графа. Список примыканий – списочная структура для ориентированного графа.
Очень распространенным является матричный способ представления графов. Для представления ненаправленных графов обычно используют матрицы смежности, а для ориентированных графов – матрицы инцидентности. Обе матрицы имеют размерность n*n, где n-число вершин в графе. Вершины графа последовательно нумеруются.

Матрица смежности имеет значение ноль в позиции m (i,j), если не существует  ребра, связывающего вершину i с вершиной  j, или имеет единичное значение в позиции m (i,j), если такое ребро существует.

       b
        c
        e

Матрица смежности

Матрица инцидентности
    a  b  c  d  e


  a  b  с  d  e 
a  0  0
1  1  0  
          a
  0  0  1  1  0
            a            d                   b  0  0
1  0  0

          b  0  0  1  0  0
c  1  1
0  1  1

          с  0  0  0  1  1
d  1  0
1  0  1

          d  0  0  0  0  1
e  1  0
1  1  0

          e  0  0  0  1  0
Рис.5.3. Матричное представление графа

Правила построения матрицы инцидентности аналогичны правилам построения матрицы смежности. Разница состоит в том, что единица в позиции m (i,j) означает выход дуги из вершины i и вход дуги в вершину j. 

Поскольку матрица смежности симметрична относительно главной диагонали, то можно хранить и обрабатывать только часть матрицы. 

Полный граф – это граф, в котором каждая вершина соединена со всеми остальными вершинами. Число ребер в нем без петель с N вершинами равно ( N2 –N )/2.  Переход разрешается в любом направлении. В орграфе только в одном направлении, поэтому в полном орграфе ребер в 2 раза больше ( N2 –N ). 

Путь в графе или орграфе – это последовательность ребер, по которым можно поочередно проходить по вершинам vivi=1, vi=1vi=2, … , vj-1vj. Требуется, чтобы каждая вершина  встречалась на таком пути не более 1 раза. Длина пути равна количеству ребер в нем.

Во взвешенном графе или орграфе каждому ребру приписано число, называемое весом ребра. Будем считать вес ребра ценой прохода по нему. Стоимость пути по взвешенному графу равна сумме весов всех ребер пути. 

Кратчайший путь во взвешенном графе – это путь с минимальным весом.

Р1-> 5 ребер 24

Р2-> 3 ребра 36 
Р1 < P2 более короткий

Граф называется связным, если всякую пару узлов можно соединить по крайней мере одним путем. 

Цикл – это путь, который начинается и кончается в одной вершине. В ациклическом графе или орграфе циклы отсутствуют.

6.1. Алгоритмы на графах

В некоторых матричных алгоритмах обработки графов используются так называемые матрицы путей. Одна матрица путей m k содержит сведения о наличии всех путей одной длины k в графе. Единичное значение в позиции (i,j) означает наличие пути длины k из вершины i в вершину j.
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Рис.5.4. Матрицы путей

Матрица m1 полностью совпадает с матрицей инцидентности. По матрице m 1  можно построить m 2 . По матрице m 2  можно построить m 3  и т. д. Если граф является ациклическим, то число мариц путей ограничено. В противном случае матрицы будут повторяться до бесконечности с некоторым периодом, связанным с длиной циклов. Матрицы путей не имеет смысла вычислять до бесконечности. Достаточно остановиться в случае повторения матриц.

Если выполнить логическое сложение всех матриц путей, то получится транзитивное замыкание графа. 

M tr  = m 1 OR m 2 OR m 3  …

В результате матрица будет содержать все возможные пути в графе.
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Рис. 5.5. Транзитивное замыкание в графе

6.2. Проверка ацикличности графа

Наличие циклов в графе можно определить с помощью эффективного  алгоритма. Алгоритм может быть реализован как для матричного, так и для спискового способа представления графа.

Принцип выделения циклов следующий. Если вершина имеет только входные или только выходные дуги, то она явно не входит ни в один цикл. Можно удалить все такие вершины из графа вместе со связанными с ними дугами. В результате появятся новые вершины, имеющие только входные или выходные дуги. Они также удаляются. Итерации повторяются до тех пор, пока граф не перестанет изменяться. Отсутствие изменений свидетельствует об отсутствии циклов, если все вершины были удалены. Все оставшиеся вершины обязательно принадлежат циклам.
Сформулируем алгоритм в матричном виде:
1. Для i от 1 до n выполнить шаги 2-3

2. Если строка  M(i ,*) = 0, то обнулить столбец  i
3. Если столбец  M(*, i) = 0, то обнулить строку  i
4. Если матрица изменилась, то выполнить шаг 1

5. Если матрица нулевая, то стоп, граф ациклический, иначе матрица содержит вершины, входящие в циклы
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итерация 4                  d    e    
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Рис. 5.6. Поиск циклов в графе

Достоинством данного алгоритма является то, что происходит одновременное определение цикличности или ацикличности графа и формирование списка вершин, входящих в циклы. В матричной реализации после завершения алгоритма остается матрица инцидентности, соответствующая подграфу, содержащему все циклы исходного графа.

6.3. Алгоритмы обхода в глубину и по уровням
При работе с графами часто приходится выполнять некоторое дей​ствие по одному разу с каждой из вершин графа. Например, некоторую порцию информации следует передать каждому из компьютеров в сети. При этом мы не хотим посещать какой-либо компьютер дважды. Ана​логичная ситуация возникает, если мы хотим собрать информацию, а не распространить ее.

Подобный обход можно совершать двумя различными способами. При обходе в глубину проход по выбранному пути осуществляется на-I столько глубоко, насколько это возможно, а при обходе по уровням мы равномерно двигаемся вдоль всех возможных направлений. Изучим те​перь эти два способа более подробно. В обоих случаях мы выбираем одну из вершин графа в качестве отправной точки. Ниже под «посе​щением узла» мы понимаем выполнение действия, которое необходимо совершить в каждой вершине. Если, например, идет поиск, то фраза о том, что мы посетили данный узел, означает, что мы проверили его на наличие требуемой информации. Описываемые методы работают без каких-либо изменений как на ориентированных, так и на неориентиро​ванных графах. Мы будем иллюстрировать их на неориентированных графах.

С помощью любого из этих методов можно проверить, связен ли рассматриваемый граф.   При обходе графа можно составлять список пройденных узлов, а по завершении обхода составленный список можно сравнить со списком всех узлов графа.   Если списки содержат одни и те же элементы,  то граф связен.   В противном случае в графе есть вершины, до которых нельзя дойти из начальной вершины, поэтому он несвязен.
6.3.1.  Обход в глубину
При обходе в глубину мы посещаем первый узел, а затем идем вдоль ребер графа, пока не упремся в тупик. Узел неориентированного гра​фа является тупиком, если мы уже посетили все примыкающие к нему узлы. В ориентированном графе тупиком также оказывается узел, из которого нет выходящих ребер.

После попадания в тупик возвращаемся назад вдоль пройденного пути пока не обнаружим вершину, у которой есть еще не посещенный сосед, а затем двигаемся в этом новом направлении. Процесс оказы​вается завершенным, когда мы вернулись в отправную точку, а все примыкающие к ней вершины уже оказались посещенными.

Иллюстрируя этот и другие алгоритмы обхода, при выборе одной из двух вершин всегда будем выбирать вершину с меньшей (в числовом или лексикографическом порядке) меткой. При реализации алгоритма выбор будет определяться способом хранения ребер графа.

Рассмотрим граф с рис. 5.7. Начав обход в глубину в вершине 1, затем посетим последовательно вершины 2, 3, 4, 7, 5 и 6 и упремся в тупик. Затем возвращаемся в вершину 7 и обнаруживаем, что вершина 8 осталась непосещенной. Однако перейдя в эту вершину, немедленно вновь оказываемся в тупике. Вернувшись в вершину 4, обнаруживаем, что непосещенной осталась вершина 9; ее посещение вновь заводит в тупик. Снова возвращаемся назад в исходную вершину, и поскольку все соседние с ней вершины оказались посещен​ными, обход закончен.
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Рис. 5.7. Прмер графа

Вот как выглядит рекурсивный алгоритм обхода в глубину:

DepthFirstTraversal(G,v)

G      граф

v  текущий узел

Visit(v);
Mark(v);
for каждого ребра vw графа G do
if вершина w непомечена 
DepthFirstTraversal(G,w);
end if; 

end for;
end.
Этот рекурсивный алгоритм использует системный стек для от​слеживания текущей вершины графа, что позволяет правильно осуще​ствить возвращение, наткнувшись на тупик. Можно построить ана​логичный нерекурсивный алгоритм, воспользовавшись стеком для занесения туда и удаления пройденных вершин графа.
6.3.2. Обход по уровням
При обходе графа по уровням, после посещения первого узла, по​сещаем все соседние с ним вершины. При втором проходе посещаются все вершины «на расстоянии двух ребер» от начальной. При каждом но​вом проходе обходятся вершины, расстояние от которых до начальной на единицу больше предыдущего. В графе могут быть циклы, поэтому не исключено, что одну и ту же вершину можно соединить с начальной двумя различными путями. Мы обойдем эту вершину впервые, дойдя до нее по самому короткому пути, и посещать ее второй раз нет необ​ходимости. Поэтому, чтобы предупредить повторное посещение, нам придется либо вести список посещенных вершин, либо завести в каждой вершине флажок, указывающий, посещали ее уже или нет.

Вернемся к графу с рис. 5.7. Начав обход с вершины 1, на первом проходе посетим вершины 2 и 8. На втором проходе на нашем пути окажутся вершины 3 и 7. (Вершины 2 и 8 также соединены с исходной вершиной путями длины два, однако мы не вернемся в них, посколь​ку уже побывали там при первом проходе.) При третьем проходе обойдем вершины 4 и 5, а при последнем — вершины 6 и 9.

В основе обхода в глубину лежала стековая структура данных, а при обходе по уровням воспользуемся очередью. Вот как выглядит алгоритм обхода по уровням:

BreadthFirstTraversal(G,v) 

G  граф 

v  текущий узел 

Visit(v); 

Mark(v); 

Enqueue(v);
while очередь непуста  

Dequeue(x);
for каждого ребра xw в графе G  

if вершина w непомечена 

Visit(w); 

Mark(w); 
Enqueue(w); 
end if; 
end for; 

end while;
end.
Этот алгоритм заносит в очередь корень дерева обхода по уровням, но затем немедленно удаляет его из очереди. При просмотре соседних с корнем вершин он заносит их в очередь. После посещения всех сосед​них с корнем вершин происходит возвращение к очереди и обращение к первой вершине оттуда. Обратите внимание на то, что поскольку узлы добавляются к концу очереди, ни одна из вершин, находящихся на расстоянии двух ребер от корня, не будет рассмотрена повторно, пока не будут обработаны и удалены из очереди все вершины на расстоянии одного ребра от корня.
Что можно сказать про эффективность этих алгоритмов? Будем предполагать, что основная часть всей работы приходится на посеще​ние узла. Тогда расходы на проверку того, посещали ли уже данный узел, и на переход по ребру можно не учитывать. Поэтому порядок сложности алгоритма определяется числом посещений узлов. Как уже говорилось, каждая вершина посещается в точности один раз, поэто​му на графе с N вершинами происходит N посещений. Таким образом, сложность алгоритма равна O(N).
6.4. Алгоритм поиска минимального остовного дерева
Минимальным остовным деревом (МОД) связного взвешенного гра​фа называется его связный подграф, состоящий из всех вершин исход​ного дерева и некоторых его ребер, причем сумма весов ребер мини​мально возможная. Если исходный граф несвязен, то описываемую ни​же процедуру можно применять поочередно к каждой его компоненте связности, получая тем самым минимальные остовные деревья для этих компонент.

МОД для связного графа можно найти с помощью грубой силы. По​скольку множество ребер МОД является подмножеством в множестве ребер исходного графа, можно просто перебрать все возможные под​множества и найти среди них МОД. Нетрудно видеть, что это чрез​вычайно трудоемкий процесс. В множестве из N ребер имеется 2N подмножеств. Для каждого из этих подмножеств мы должны будем проверить, что оно задает связный подграф, охватывающий все верши​ны исходного, и не содержит циклов, а затем сосчитать его вес. Про​цесс можно ускорить после того, как найдено первое остовное дерево. Никакое подмножество ребер, полный вес которого больше, чем у уже найденного наилучшего остовного дерева, не может нам подойти, по​этому нет необходимости проверять связность, ацикличность и охват всех вершин. Однако даже и при этом улучшении сложность метода грубой силы будет порядка O(N).
6.4.1. Алгоритм Дейкстры-Прима
В конце 1950-х годов Эдгар Дейкстра и Прим, работая и публикуя свои результаты независимо друг от друга, предложили следующий ал​горитм построения МОД.

Воспользуемся для поиска МОД так называемым «жадным» алго​ритмом. Жадные алгоритмы действуют, используя в каждый момент лишь часть исходных данных и принимая лучшее решение на основе этой части. В нашем случае мы будем на каждом шаге рассматривать множество ребер, допускающих присоединение к уже построенной ча​сти остовного дерева, и выбирать из них ребро с наименьшим весом. Повторяя эту процедуру, получим остовное дерево с наименьшим весом.

Разобьем вершины графа на три класса: вершины, вошедшие в уже построенную часть дерева, вершины, окаймляющие построенную часть, и еще не рассмотренные вершины. Начнем с произвольной вершины графа и включим ее в остовное дерево. Поскольку результатом по​строения будет некорневое дерево, выбор исходной вершины не влияет на окончательный результат (конечно, если МОД единственно). Все вершины, соединенные с данной, заносим в кайму. Затем выполняется цикл поиска ребра с наименьшим весом, соединяющего уже построен​ную часть остовного дерева с каймой; это ребро вместе с новой верши​ной добавляется в дерево и происходит обновление каймы. После того, как в дерево попадут все вершины, работа будет закончена. Вот как выглядит алгоритм:
выбрать начальный узел

сформировать начальную кайму, состоящую из вершин, соседних с начальным узлом

while в графе есть вершины, не попавшие в дерево  
выбрать ребро из дерева в кайму с наименьшим весом 
добавить конец ребра к дереву 
изменить кайму, для чего

добавить в кайму вершины, соседние с новой 
обновить список ребер из дерева в кайму так, чтобы он состоял из ребер наименьшего веса 
end while;
end.
На рис. 5.8. описано исполнение алгоритма на конкретном приме​ре. В начале процесса мы выбираем произвольный узел А. Как уже говорилось, при другом выборе начальной вершины результат будет тем же самым, если МОД единственно. Исходный граф изображен на рис. 5.8 (а) и, как уже упоминалось, начинаем построение МОД с вершины А. Все вершины, непосредственно связанные с А, образуют ис​ходную кайму. Видно, что ребро наименьшего веса связывает узлы А и В, поэтому к уже построенной части МОД добавляется вершина В вместе с ребром АВ. При добавлении к дереву вершины В (рис. 5.8 (в)) нужно определить, не следует ли добавить к кайме новые верши​ны. В результате обнаружилось, что это необходимо проделать с вершинами Е и G. Поскольку обе эти вершины соединены только с вершиной В уже построенной части дерева, добавляем соединяю​щие ребра к списку рассматриваемых на следующем шаге. Здесь же необходимо про верить, являются ли ребра, ведущие из вершины А в С, D и F, кратчайшими среди ребер, соединяющих эти вершины с дере​вом, или есть более удобные ребра, исходящие из В. В исходном графе вершина В не соединена непосредственно ни с С, ни с F, поэтому для них ничего не меняется. А вот ребро BD короче ребра AD, и поэтому должно его заменить. Наименьший вес из пяти ребер, идущих в кайму, имеет ребро BE, поэтому к дереву нужно добавить его и вершину Е (рис. 5.8 (г)). Вес ребра EG меньше веса ребра BG, поэтому оно заме​щает последнее. Из четырех ребер, ведущих в кайму, наименьший вес имеет АС, поэтому следующим к дереву добавляется оно. Добавление к остовному дереву вершины С и ребра АС (рис. 5.8 (д)) не приводит к изменению списка ребер.
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    Рис.5.8 (а). Исходный граф
   Рис. 5.8.(б). Добавление первой вершины.
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    Рис.5.8 (д). К дереву добавлена
           Рис. 5.8 (е). К дереву добавлена

    вершина С



           вершина F, а ребра, ведущие в вершины
   





           D и G обновлены

Затем выбираем ребро AF и добавляем его к дереву вместе с вершиной F. Кроме того, меняем список связей, поскольку вес ре​бра FD меньше веса ребра BD, а вес ребра FG меньше веса ребра EG. В получившейся кайме (рис. 5.8 (е)) ребро FD имеет наименьший вес среди оставшихся, и оно добавляется следующим.
Теперь осталось добавить к дереву всего один узел (рис. 5.8 (ж)). После этого процесс завершается, построен МОД с корнем в вершине А (рис. 5.8 (з)).
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Рис.5.8 (ж). В кайме осталась всего     Рис. 5.8 (з). Полное минимальное

одна вершина


      остовное дерево с корнем в вершине А
6.4.2. Алгоритм Крускала
Алгоритм Дейкстры-Прима начинает построение МОД с конкрет​ной вершины графа и постепенно расширяет построенную часть дерева; в отличие от него алгоритм Крускала делает упор на ребрах графа.

Алгоритм начинаем с пустого дерева и добавляем к не​му ребра в порядке возрастания их весов пока не получим набор ребер, объединяющий все вершины графа. Если ребра закончатся до того, как все вершины будут соединены между собой, то это означает, что исход​ный граф был несвязным, и полученный нами результат представляет собой объединение МОД всех его компонент связности.

Работаем с тем же графом (см. рис. 5.9 (а)), что и при описании алгоритма Дейкстры-Прима. Начнем с ребра наименьшего веса, т.е. с ребра DF. Начальная ситуация изображена на рис. 5.9 (б).

Следующим добавляется ребро веса 2, соединяющее вершины А и В (рис. 5.9 (в)), а затем — ребро веса три, и мы получаем ситуацию с рис. 5.9 (г).

К результирующему графу последовательно добавляются ребра ве​сов 4 и 5 (рисунки 5.9 (д) и (е)). Неприсоединенной осталась лишь вершина G. Следующими мы должны рассмотреть ребра веса 6.

Два из четырех ребер веса 6 следует отбросить, поскольку их до​бавление приведет к появлению цикла в уже построенной части МОД. Присоединение ребра CF создало бы цикл, содержащий вершину А, а присоединение ребра BD — цикл, содержащий вершины А и F. Обе оставшиеся возможности подходят в равной степени, и, выбирая одну из них, мы получаем либо МОД с рис. 5.9 (ж), либо МОД с рис. 5.9 (з).
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Вот общий алгоритм, реализующий эту процедуру (число ребер в графе обозначено через Е, а число вершин — через N):

отсортировать ребра в порядке возрастания весов 
инициализировать структуру разбиений 

edgeCount=l;

while edgeCount<=E and includedCount<=N-l  
parentl=FindRoot(edge[edgeCount].start); //поиск корня вершины начала ребра
parent2=FindRoot(edge[edgeCount].end);  //поиск корня вершины конца ребра
 if parentl!=parent2 
добавить edge[edgeCount]  в остовное дерево 
includedCount=includedCount+l; 
Union(parent1, parent2); 
end if;
edgeCount=edgeCount+l ;

end while;
end.
Главный цикл будет выполняться до тех пор, пока значение перемен​ной edgeCount не совпадет с числом ребер в графе или пока значение переменной includedCount не покажет нам, что мы добавили достаточ​но ребер, чтобы образовать остовное дерево. Заметьте, что остовное дерево в графе с N вершинами должно иметь N — 1 ребро.

Внутри цикла мы в первую очередь находим родителей вершин, соеди​няемых очередным добавляемым ребром. Если эти вершины принадле​жат разбиениям с различными корнями, то добавление ребра между ними не приведет к появлению цикла, а два разбиения сольются в од​но с общим корнем. Подпрограммы FindRoot и Union будут подробно описаны позже в 5.5.
Сложность этого алгоритма совпадает со сложностью используемо​го алгоритма сортировки, поскольку число операций в цикле while ли​нейно по числу ребер. Поэтому сложность алгоритма Крускала поиска МОД равна O(E log E).
6.5. Разбиения множеств
Многие алгоритмы используют представление множеств в виде на​бора непересекающихся подмножеств, которые можно по-разному ком​бинировать. Для этой цели можно воспользоваться средствами работы с множествами, имеющимися в современных языках программирова​ния, однако их реализации не гарантируют, что различные подмноже​ства действительно будут непересекающимися. Кроме того, средства обработки множеств имеются не во всех языках программирования. В этом параграфе мы рассмотрим способ реализации разбиений множеств на массивах. Подобные алгоритмы могут принести пользу, как мы ви​дели, при реализации алгоритма Крускала построения минимального остовного поддерева.

Начнем с массива Parent, в котором под каждый элемент множе​ства, с которым мы собираемся работать, отведена одна ячейка. Вначале мы полагаем значения всех элементов равными — 1. Знак — означает здесь, что каждый элемент является корнем разбиения, а абсолютное значение 1 — что соответствующая часть разбиения состоит из одно​го элемента. При работе алгоритма значения ячеек будут меняться, и, скажем, значение —7 указывает на то, что соответствующий элемент является корнем части, состоящей из семи элементов. При добавлении элемента к части значение соответствующей ему ячейки добавляется к значению корня. Если, к примеру, пятый элемент добавляется к части, корень которой — восьмой элемент массива Parent, то в пятую ячейку записывается значение 8, а отрицательное содержимое восьмой ячейки будет увеличено по абсолютной величине, чтобы указать на появление дополнительного элемента. При объединении двух частей разбиения происходит изменение только корневых ячеек этих частей, поэтому ка​ждый элемент массива ссылается на своего непосредственного предка.
Рассмотрим разбиение, изображенное на рис. 5.10. Видно, что оно состоит из трех частей с корнями 5, 6 и 11. В этих ячейках записа​ны отрицательные значения, модули которых равны числу элементов в соответствующем разбиении. Во всех остальных ячейках хранятся номера их непосредственных предков. Если мы захотим объединить части с корнями 6 и 11, то нужно в ячейку Parent [11] занести значе​ние 6 — новый корень объединенной части, а в ячейку 6 — значение —5, модуль которого равен числу элементов в объединении двух частей. Вот алгоритмы, реализующие эту структуру разбиений:
InitializePartition(N) 

N      число элементов в множестве 

for i=l to N  

Parent[i]=-l ;
end for;

Как мы уже говорили, процедура инициализации просто заносит в каждую ячейку массива Parent значение — 1, которое указывает, что каждый элемент составляет отдельную часть разбиения.
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Рис. 5.10. Разбиение множества чисел от 1 до 12 и соответствующий массив Parent
Union(i,j)

i,j  объединяемые части разбиения
totalElements=Parent[i]+Parent[j];
if Parent[i]>=Parent [j] 

Parent[i]=j;  
//добавляем к меньшую часть i к j 
Parent[j]=totalElements ;

else

Parent [j]=i; 
//добавляем к меньшую часть j к i
Parent[i] =totalElements ;

end if;

Функция Union выполняет объединение двух частей в одну. Сначала она подсчитывает общее число элементов в объединенной части. Затем она подсоединяет меньшую часть к большей. Напомним, что размеры частей указываются отрицательными числами, поэтому вариант then добавляет меньшую i-ую часть к большей j-oй части, а вариант else добавляет меньшую j-ую часть к большей i-ой части.

FindRoot(s)

s  элемент, для которого мы хотим найти корень части, 
его содержащей
result=s;
while Parent[result]>0 
result=Parent[result] ;

end while ;

return result;

Процедура FindRoot начинает с ячейки Parent [s], в которой хра​нится номер непосредственного предка элемента s. Если это значение отрицательно, то s сам является корнем разбиения, и он и возвращается в качестве результата. Если же s не является корнем, то мы заносим в переменную result значение непосредственного предка элемента s и проверяем, не является ли оно корнем. Эта последовательность дей​ствий повторяется, пока мы не обнаружим корень. Эффективность это​го алгоритма можно повысить, если, вернувшись по пройденному пути, занести во все пройденные ячейки номер найденного корня. На такую работу уходит некоторое время, однако при последующих обращени​ях корень части, содержащей просмотренные элементы, будет найден быстрее.
6.6. Алгоритм поиска кратчайшего пути
Результатом алгоритма поиска кратчайшего пути является после​довательность ребер, соединяющая заданные две вершины и имеющая наименьшую длину среди всех таких последовательностей.

На первый взгляд кажется, что мы можем воспользоваться алгорит​мом построения МОД, чтобы отбросить лишние ребра, а затем взять путь, соединяющий заданные вершины в построенном остовном дереве. К сожалению, такие действия не всегда приводят к нужному результату.

Алгоритм построения МОД нацелен на поиск дере​ва с минимальным суммарным весом ребер. Рассмотрим, например, «циклический» граф, т.е. такой граф, в котором первая вершина соеди​нена со второй, вторая — с третьей, и так далее, а последняя вершина в свою очередь соединена с первой. Такой граф представляет собой просто кольцо, каждая вершина в котором соединена с двумя другими. Пример такого графа с шестью вершинами приведен на рис. 5.11 (а).

Обратите внимание на то, что вес каждого ребра равен 1 за ис​ключением ребра, соединяющего вершины А и В, вес которого равен 2. Алгоритм построения минимального остовного дерева выберет все ре​бра веса 1, отбросив единственное ребро веса 2. Это означает, однако, что путь от А к В в минимальном остовном дереве должен проходить через все остальные вершины, а его длина равна 5 (рис. 5.11 (б)). 
Ясно, что он не является кратчайшим, поскольку в исходном графе верши​ны А и В соединены ребром длины 2.
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6.6.1. Алгоритм Дейкстры
Жадный алгоритм построения минимального остовного дерева не​пригоден для поиска кратчайшего пути между двумя вершинами, по​скольку на каждом проходе он учитывает длину лишь одного ребра. Если же изменить его так, чтобы при выборе ребра, ведущего в кай​му, он выбирал ребро, являющееся частью кратчайшего в целом пути из начальной вершины, то получим требуемый результат. Точнее говоря, вот измененный алгоритм:
выбрать начальную вершину

создать начальную кайму из вершин, соединенных с начальной

while вершина назначения не достигнута 
выбрать вершину каймы с кратчайшим расстоянием до начальной 
добавить эту вершину и ведущее в нее ребро к дереву 
изменить кайму путем добавления к ней вершин, 
соединенных с вновь добавленной 
for всякой вершины каймы 
приписать к ней ребро, соединяющее ее с деревом и

завершающее кратчайший путь к начальной вершине 
end for 

end while
end.
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На рис. 5.12 приведен пример исполнения этого алгоритма. Алгоритм выполняется на том же графе (рис. 5.12 (а)), что и алгоритм построения минимального остовного дерева, а искать мы будем кратчайший путь от А до G.

В начале пути из вершины А у нас есть четыре возможных ребра. Из этих четырех ребер ребро АВ является кратчайшим. Поэтому мы добавляем к дереву вершину В (рис. 5.12 (в)) и смотрим, как следует обновить набор путей. С уже построенным деревом соединены теперь вершины Е и G, поэтому их следует добавить к кайме. Кроме того, мы должны посмотреть на вершину D и сравнить прямой путь из нее в А, длина которого равна 7, с окольным путем через вершину В, длина ко​торого равна 8. Прямой путь короче, поэтому приписанное к D ребро менять не следует. Изучив теперь имеющиеся возможности, мы видим, что кратчайшим является путь из А в С длины 4. Ребро BE короче, однако мы рассматриваем полную длину пути из А, а такой путь, веду​щий в Е, имеет длину 5. Теперь к дереву кратчайших путей добавим вершину С (рис. 5.12 (г)). Посмотрев на граф, мы обнаруживаем, что можем пройти в вершину F через вершину С, однако длина этого пу​ти будет равна 10 — больше, чем у прямого пути из А в F, поэтому изменения в наборе путей не производятся.
На рис. 5.12 (г) мы можем выбрать теперь либо путь из А в F, либо путь из А в Е, проходящий через вершину В: оба они имеют длину 5. Какой из путей будет выбран при исполнении программы, зависит от способа хранения данных в ней. Мы же, встретившись с необходимо​стью добавить вершину, будем всегда выбирать вершину, метка кото​рой первая в лексикографическом порядке.
В результате получим ситуацию с рис. 5.12 (д). Добавление к дере​ву вершины Е не меняет остальных связей, поэтому теперь мы можем добавить вершину F и получим картинку с рис. 5.12 (е). Обратите вни​мание на то, что, хотя добавление вершины F и привело к изменению ребра, ведущего из D, если бы мы начали с F, все равно на очередном шаге мы должны были бы добавить Е.
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На рис. 5.12 (е) видно, что путь в вершину D короче пути в верши​ну G. Поэтому мы добавляем к дереву вершину D и получаем ситуацию, изображенную на рис. 5.12 (ж). [image: image70.png]Puc5.12( 9). Cremyonuant smaseres  Puc. 5.12(e). Tlyrs smmmt 8 » sep-
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Осталось добавить только вершину G, и в результате мы получаем дерево кратчайшего пути с рис. 5.12 (з). Длина кратчайшего пути из А в G равна 10. Вернувшись к рис. 5.8 (з), мы находим на нем еще один пример минимального остовного дере​ва, в котором путь между А и G не является кратчайшим: его длина равна 11.

На примере с рис. 5.12 мы имеем дело с полным деревом кратчай​ших путей, поскольку целевая вершина G была добавлена к дереву по​следней. Если бы мы добрались до нее раньше, алгоритм бы тотчас завершил свою работу. Могут возникнуть ситуации, в которых нас ин​тересуют кратчайшие пути из данной вершины во все остальные. Если, например, мы имеем дело с небольшой компьютерной сетью, скорости передачи данных между узлами которой приблизительно постоянны, то для каждого из компьютеров сети мы можем выбрать кратчайший путь до каждого из остальных компьютеров. Поэтому при необходимости переслать сообщение единственное, что нам потребуется, это восполь​зоваться заранее рассчитанным наиболее эффективным путем.

6.7. Алгоритм определения компонент двусвязности
Компонентой двусвязности графа называется такое максимальное подмножество из трех или более его вершин, в котором любые две вер​шины соединены по крайней мере двумя путями, не имеющими общих ребер. Кроме того компонента двусвязности может представлять собой просто две вершины, соединенные одним ребром. Компонента двусвяз​ности — устойчивая часть графа: если в ней удалить вершину и все примыкающие к ней ребра, то любые две из оставшихся вершин по-прежнему оказываются соединенными между собой. На рис. 5.13 приве​ден пример графа с тремя компонентами двусвязности. Вершины пер​вой компоненты имеют метки А, В, С, D; вершины второй — метки D, Е, F, G; третья компонента содержит вершины Н и I.

Анализ компонент двусвязности компьютерной сети показывает, на​сколько она устойчива при разрушениях отдельных узлов. Таким обра​зом, если граф, образованный компьютерами сети, двусвязен, то сеть сохранит способность функционировать даже при выходе из строя од​ного из компьютеров. При планировании авиаперевозок двусвязность компоненты графа гарантирует возможность переправить пассажиров по другому маршруту при закрытии аэропорта по погодным условиям.

Точками сочленения в связном графе служат такие вершины, уда​ление которых превращает граф в несвязный. Точки сочленения — это такие вершины, которые принадлежат сразу двум компонентам дву​связности. На рис. 5.13 это вершины D и Н. Определение точек сочлене​ния и компонент двусвязности тесно связаны между собой.
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Рис. 5.13. Сязный граф с тремя компонентами двусвязности

Точки сочленения можно обнаружить с помощью грубой силы, уда​ляя из графа поочередно каждую вершину и пользуясь одним из наших алгоритмов обхода графа для проверки связности оставшейся части. Если оставшийся граф связен, то удаленная вершина не является точ​кой сочленения. При таком подходе мы должны выполнить N обхо​дов графа с N вершинами, что потребует O(N2) операций. Однако сохраняя незначительное количество дополнительной информации при обходе графов, можно обнаружить все точки сочленения и компоненты двусвязности при единственном обходе.

Рассмотрим пути в графе с рис. 5.13, начинающиеся в вершине F. Видно, что вне зависимости от порядка прохождения узлов всякий путь из F в любую из вершин А, В или С должен проходить через вер​шину D. Это означает, что вершина D является точкой сочленения, а подграф, включающий вершины А, В, С и D — компонентой дву​связности.

Мы будем строить алгоритм на обходе графа в глубину. Вы знаете, что при обходе в глубину мы перебираем ребра, пока не встретится тупик. При попадании в тупик происходит возвращение вдоль пройденного пути, однако теперь мы потребуем, чтобы алгоритм сообщал информацию о том, насколько высоко мы окажемся в дереве обхода, если пойдем за тупик. Эти возвратные ребра в дереве обозна​чают циклы в графе. Все вершины цикла должны принадлежать одной компоненте двусвязности. Расположение возвратных ребер указывает, насколько далеко мы можем вернуться по дереву прежде, чем встретим точку сочленения.

При реализации алгоритма будем подсчитывать число посещенных узлов графа. Каждому узлу сопоставим индекс — номер, указывающий момент посещения узла. Другими словами, первый посещенный узел будет иметь номер 1, второй — номер 2 и т.д. После попадания в тупик мы просмотрим все соседние с ним вершины (за исключением той, из которой только что пришли) и будем считать наименьший из номеров этих вершин индексом возврата из тупика. Если тупик соединен всего с одной вершиной (той самой, из которой мы только что пришли), то индексом возврата будем считать номер тупика. При возвращении в узел, который не является корнем дерева обхода, мы сравним его номер с возвращенным индексом возврата. Если индекс возврата не меньше номера текущего узла, то только что пройденное поддерево (за вычетом всех.ранее найденных компонент двусвязности) является компонентой двусвязности. Всякая внутренняя вершина дерева обхода в глубину возвращает наименьшее значение среди всех индексов примыкающих вершин и всех возвращаемых ей индексов возврата.

Как будет действовать эта процедура на графе с рис. 5.13? Начав с вершины F, мы присвоим ей номер 1. Затем мы перейдем к вершинам D (номер 2), В (номер 3), А (номер 4) и С (номер 5). Верши​на С является тупиком, и из нее идут ребра назад в вершины А, В и D. Номер вершины D является наименьшим, поэтому индекс возврата 2 бу​дет возвращен в вершину А. Поскольку индекс возврата меньше номера вершины А, эта вершина не является точкой сочленения. Пока индекс 2 является наименьшим, и он будет возвращен также в вершину В. Про​цесс возвращения продолжается, пока мы не вернемся в вершину D и не обнаружим, что номер этой вершины совпадает с индексом возврата, а значит вершины А, В, С и D образуют компоненту двусвязности. За​тем мы возвращаемся в корневую вершину F дерева обхода и переходим из нее в вершину Е (с номером 6), за которой последуют вершины G (номер 7) и Н (номер 8). Затем мы переходим к вершине I (номер 9), и, поскольку она тупиковая и к ней не примыкает никаких вершин, отлич​ных от Н, ее номер возвращается в качестве индекса возврата. Когда вершина Н получает от вершины I индекс возврата 9, мы обнаружи​ваем еще одну компоненту двусвязности, содержащую вершины Н и I. Теперь в вершине Н сравниваются три значения: индекс 1 (задаваемый ребром возврата к вершине F), индекс 9 (возвращенный из вершины I) и индекс 8 (номер самой вершины Н). Наименьший из этих индексов возвращается сначала в G, а затем в Е. Затем вершина Е возвращает полученное значение индекса возврата назад в корневую вершину, и, поскольку мы посетили уже все вершины графа, оставшиеся узлы D, Е, F, G и Н образуют еще одну, последнюю, компоненту двусвязности. На рис. 5.14 изображен результат выполнения этой процедуры, откуда видно, что точками сочленения в исходном графе служат вершины D и Н — единственные вершины, входящие в различные компоненты дву​связности.
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Рис. 5.14. Компоненты двусвязности графа с рис. 5.13
6.8. Топологическая сортировка
Хороший пример использования данных с гибкой, динамичес​кой структурой — процесс топологической сортировки. Имеется в виду сортировка элементов, для которых определено отноше​ние частичного порядка, т. е. порядок задан не для всех, а лишь для некоторых пар. Приведем несколько примеров такой упоря​доченности:

1. В толковом словаре слова определяются с помощью других слов. Если слово w определяется с помощью слова v, то обо​значим это как v 
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 w. Топологическая сортировка означает такое распределение слов в словаре, при котором ссылки впе​ред отсутствуют.

2. Любая задача (например, технический проект) распадается на ряд подзадач. Выполнение некоторых подзадач обычно на​чинается следом за окончанием других. Если подзадача v дол​жна предшествовать подзадаче w, то мы будем писать v 
[image: image75.wmf]p

 w. Топологическая сортировка означает такое распределение работ, при котором каждая из подзадач не начинается до тех пор, пока не закончатся все подзадачи, предшествующие дан​ной.

3. В университетских программах некоторые курсы должны чи​таться раньше других, так как последние основываются на из​ложенном в них материале. Если для курса w требуется зна​комство с курсом v, то пишем v 
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 w. Топологическая сортиров​ка означает, что ни один курс не читается ранее тех, которые его поддерживают.

4. В листинге некоторые процедуры могут содержать обращения к другим процедурам. Если процедура v вызывается и процедуры w, то это обозначается как v 
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 w. Топологическая сортировка предполагает такое распределение описаний процедур, при котором нет ссылок вперед.

В общем, частичный порядок на множестве S — это отношение между элементами S. Отношение порядка обозначается символом 
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 читается "предшествует" и удовлетворяет следующим трем свойствам (аксиомам): для любых трех элементов х, у и z   из  S;

1) если x
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y u y
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z, то х
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z (транзитивность);

2) если х 
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 у, то не выполняется у 
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 х (асимметричность);        

3) не выполняется х 
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 х (иррефлексивность).

По вполне понятным соображениям мы будем предполагать, что множество S, подвергаемое топологической сортировке, должно быть конечным. Следовательно, частичную упорядоченность можно представить в виде диаграммы или графа, вершины кото​рого — элементы S, а направленные дуги — отношения порядка. На рис. 5.15 приведен пример такого графа.

Цель топологической сортировки — преобразовать частичный порядок в линейный. Графически это означает, что вершины гра​фа нужно расположить на одной прямой так, чтобы все стрелки указывали вправо (рис. 5.16). 
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Рис. 5.15. Частично упорядоченное множество
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Рис. 5.16. Линейное расположение частично упорядоченного множества

Свойства (1) и (2) частичного по​рядка гарантируют отсутствие циклов. Это как раз то ус​ловие, при котором возможно преобразование к линейному по​рядку.

Как найти один из возможных ли​нейных порядков? Рецепт крайне прост. Начнем с элемента, у которого нет ни одного предшествующего (по крайней мере один такой должен существовать, иначе в графе будут циклы). Этот элемент помещается в голову результирующего списка и вычер​кивается из множества S. Остающееся множество продолжает оставаться частично упорядоченным, так что к нему можно вновь и вновь применять тот же алгоритм, пока оно не станет пустым. Для того чтобы более строго описать наш алгоритм, нужно вы​брать структуру представления S и его отношения порядка. Вы​бор представления диктуется операциями, которые необходимо выполнять, в частности операцией выбора элемента, не имеюще​го предшественников. Поэтому каждый элемент надо было бы представлять с помощью трех характеристик: идентифицирую​щим его ключом, множеством следующих за ним элементов-"последователей" и счетчиком предшествующих ему элементов. По​скольку заранее число элементов в S не задано, то множество удоб​нее организовывать в виде связанного списка. Следовательно, в дескрипторе (записи) каждого элемента есть еще дополнительная строч​ка, содержащая ссылку на следующий элемент списка. Мы будем считать, что ключи — это целые числа (не обязательно последо​вательные и из диапазона 1... n). Аналогично и множество после​дователей каждого из элементов удобно представлять в виде связанного списка. Элемент списка последователей каким-то обра​зом идентифицирован и связан со следующим элементом из того же списка. Если мы назовем дескрипторы главного списка, где каждый из элементов S содержится ровно один раз, ведущими (leaders), а дескрипторы списка последователей — ведомыми, (trailers), то получим такие описания соответствующих типов:
struct leader { int key, count;



trailer * trail;



leader * next;

};

struct trailer { leader *id;



trailer *next;

}; 
Предположим, что множество S отношения порядка на нем вна​чале представлены парами ключей из входного файла. Исходные данные для рис. 5.15 приведены ниже (для ясности мы добавили символы 
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10.     

В первой части программы топологической сортировки необ​ходимо ввести исходные данные и построить соответствующий список. Для этого последовательно читаются пары ключей х и у (х 
[image: image101.wmf]p

 у). Обозначим через р и q ссылки на их представление в свя​занном списке лидеров. Появляющиеся записи ищутся в списке, и если они там отсутствуют, то добавляются к нему. Эту работу выполняет функция find. Затем в список ведомых для х добавляется элемент, идентифицирующий у, и счетчик пред​шественников у этого у увеличивается на единицу. 
// фаза ввода 

head = new leader;

tail = head; n = 0; Read(x);

while (не конец файла) {

Read(y);  p = find(x);  q = find(y); 

t = new trailer;

t->id = q;   t->next  = p->trail; 

р->trail  = t;   q->count = q->count+1;   

Read(x)

}

Структура данных, сформированных в процессе обработки входных данных с помощью алго​ритма. Функция find(w) поставляет ссылку на компоненту списка с ключом w.
//формирование списка ведущих

leader * find(int w) {

leader *h; 

h  = head;   tail->key = w;   (*барьер *)

whire (h->key !=w) {

h  = h->next ;


}

if (h = =tail) { //не достигли конца
tail = new leader;   n  = n+1;

h->count = 0;  h->trail  = NULL;   h->next  = tail; 

}

return h;

}
 После того как на фазе ввода построены данные со структурой, приведенной на рис. 5.15, можно проводить описанную выше сортировку. 
       head










        tail
Рис. 5.17. Список,  реализующий граф на рис. 5.15

Но так как она состоит из повторяющихся выборов элемента с нулевым числом предшественников, то разумно вначале собрать все такие элемен​ты в одну связанную цепочку. Поскольку исходная цепочка веду​щих больше нам уже не нужна, можно то же самое поле под име​нем next повторно использовать для образования цепочки веду​щих, не имеющих предшественников. Такая операция замены одной цепочки на другую в работе со списками встречается час​то. Новую цепочку удоб​нее строить в обратном порядке.
// поиск ведущего без предшественников 

р = head; head := NULL;

while (p != tail) {

q = p; p = q->next; 

if (q->count = =0) {    // включение *q в новую цепочку 

q->next = head; head = q;

}

}

Если обратимся к рис. 5.15, то увидим, что цепочка ведущих заменяется на цепочку, представленную на рис. 5.18. Связи, не показанные на этом рисунке, остаются прежними.
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Рис. 5.18. Список ведущих с нулевыми счетчиками

После всех этих подготовительных действий мы получаем удоб​ное представление для частично упорядоченного множества S и можем, наконец, приступить к собственно топологической сор​тировке, т. е. формированию выходной последовательности. На каждом шаге вспо​могательная переменная р указывает на ведущий элемент, у ко​торого нужно уменьшить и проверить счетчик:
q = head;

while (q != NULL) {  //  вывод элемента и исключение  

n  = n-1; t = q->trail;   q = q->next;

while(t!=NULL) {

уменьшить счетчик предшественников у всех его 

последователей из списка ведомых:  
если счетчик - 0, перевести в список ведущих q
t->t->next;

}
}

На этом программа топологической сортировки заканчивается. Обратите внимание, что для подсчета ведущих элементов, обра​зованных на этапе ввода, был введен счетчик n. На фазе вывода каждый раз, когда выводится ведущий элемент, этот счетчик уменьшается. Поэтому в конце работы программы он должен стать нулевым. Если же он не нулевой, то это указывает, что остались еще элементы, причем у всех есть предшественники. Это, очевид​но, случай, когда множество S не было частично упорядоченным. Приведенная выше программа фазы вывода служит примером работы с "пульсирующим" списком, т. е. списком, в ко​торый элементы включаются или из которого исключаются в не​предсказуемом порядке. Следовательно, это пример процесса, полностью использующего все достоинства списков с явными связями.
7. ХЕШИРОВАНИЕ
Для ускорения доступа к данным в таблицах можно использовать предварительное упорядочивание таблицы в соответствии со значениями ключей.

При этом могут быть использованы методы поиска в упорядоченных структурах данных, например, метод половинного деления, что существенно сокращает время поиска данных по значению ключа. Однако при добавлении новой записи требуется переупорядочить таблицу. Потери времени на повторное упорядочивание таблицы могут значительно превышать выигрыш от сокращения времени поиска. 

Выше мы вывели ряд списковых структур, позволяющих программе осуществлять поиск и выборку данных. В каждой такой структуре метод поиска выполняет обход списка и ищет элемент данных, совпадающий с ключом. При этом эффективность поиска зависит от структуры списка. В случае последовательного списка метод поиска гарантированно просматривает O(n) элементов, в то время как в случае бинарных поисковых девьев и при бинарном поиске обеспечивается более высокая эффективность O(log2n).

В идеале нам хотелось бы выбирать данные за время O(1). В этом случае число необходимых сравнений не зависит от количества элементов данных. Выборка элемента осуществляется за время O(1) при использовании в качестве индекса в массиве некоторого ключа. Например, блюда из меню в закусочной в целях упрощения бухгалтерского учета обозначаются номерами. Какой-нибудь деликатес типа «бастурма, маринованная в водке» в базе данных обозначается просто №2. Владельцу закусочной остается лишь сопоставить ключ 2 с записью в списке .

Мы знаем и другие примеры. Файл клиентов пункта проката видеокассет содержит семизначные номера телефонов. Номер телефона используется в качестве ключа для доступа к конкретной записи файла клиентов.

Ключи не обязательно должны быть числовыми. Например, формируемая компилятором таблица символов (symbol table) содержит все используемые в программе идентификаторы вместе с сопутствующей каждому из них информацией. Ключом для доступа к конкретной записи является сам идентификатор.

Для сокращения времени доступа к данным в таблицах используется так называемое случайное упорядочивание или хеширование. При этом данные организуются в виде таблицы при помощи хеш-функции h, используемой для вычисления адреса по значению ключа.
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Рис.6.1. Хеш-таблица

Идеальной хеш-функцией является такая hash-функция, которая для любых двух неодинаковых ключей дает неодинаковые адреса.
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Подобрать такую функцию можно в случае, если все возможные значения ключей заранее известны. Такая организация данных носит название совершенное хеширование. В случае заранее неопределенного множества значений ключей и ограниченной длины таблицы подбор совершенной функции затруднителен. Поэтому часто используют хеш-функции, которые не гарантируют выполнение условия.

7.1. Ключи и хеш-функция
В общем случае ключи не настолько просты, как в примере с закусочной. Несмотря на то, что они обеспечивают доступ к данным, ключи, как правило, не являются непосредственными индексами в массиве записей. Например, телефонный номер может идентифицировать клиента, но вряд ли пункт проката хранит десятимиллионный массив.

В большинстве приложений ключ обеспечивает косвенную ссылку на данные. Ключ отображается во множество целых чисел посредством хеш-функции (hash function). Полученное в результате значение затем используется для доступа к данным. Давайте исследуем эту идею. Предположим, есть множество записей с целочисленными ключами. Хеш-функция HF отображает ключ в целочисленный индекс из диапазона 0...n-1. С хеш-функцией связана так называемая хеш-таблица (hash table), ячейки которой пронумерованы от 0 до n-1 и хранят сами данные или ссылки на данные.

Предположим, Key – положительное целое, а h(Key) – значение младшей цифры числа Key. Тогда диапазон индексов равен 0-9. Например, если Key = 49, h(Key) = h(49) = 9. Эта хеш-функция в качестве возвращаемого значение использует остаток от деления на 10.

// Хеш-функция, возвращающая младшую цифру ключа

int HF(int key)

{

  return key % 10;

}

Часто отображение, осуществляемое хеш-функцией, является отображением «многие к одному» и приводит к коллизиям (collisions). Например, выше мы видим h(49) = h(29) = 9. При возникновении коллизии два или более ключа ассоциируются с одной и той же ячейкой хеш-таблицы. Поскольку два ключа не могут занимать одну и ту же ячейку в таблице, мы должны разработать стратегию разрешения коллизий.
[image: image105.png]Xew-radmua

3anucs

v





Рис. 6.2. Пример возниконовения коллизий

7.2. Хеш-функции
Хеш-функция должна отображать ключ в целое число из диапазона 0...n-1. При этом количество коллизий должно быть ограниченным, а вычисление самой хеш-функции – очень быстрым. Некоторые методы удовлетворяют этим требованиям.

Наиболее часто используется метод деления (division method), требующий двух шагов. Сперва ключ должен быть преобразован в целое число, а затем полученное значение вписывается в диапазон 0...n-1 с помощью оператора получения остатка. На практике метод деления используется в большинстве приложений, работающих с хешированием.

Предположим, что ключ – пятизначное число. Хеш-функция извлекает две младшие цифры. Например, если это число равно 56389, то h(56389) = 89. Две младшие цифры являются остатком от деления на 100.

int HF(int key)

{

  return key % 100; // метод деления на 100

}

Эффективность хеш-функции зависит от того, обеспечивает ли она равномерное распределение ключей в диапазоне 0...n-1. Если две последние цифры соответствуют году рождения, то будет слишком много коллизий при идентификации подростков, играющих в юношеской бейсбольной лиге.

Другой пример – ключ-символьная строка С++. Хеш-функция отображает эту строку в целое число посредством суммирования первого и последнего символов и последующего вычисления остатка от деления на 101 (размер таблицы).

// хеш-функция для символьной строки.

// Возвращает значение в диапазоне от 0 до 100

int HF(char *key)

{

  int len = strlen(key), hashf = 0;

  // если длина ключа равна 0 или 1, возвратить key[0].

  // иначе сложить первый и последний символ

  if (len <= 1)

    hashf = key[0];

  else

    hashf = key[0] + key[len-1];

  return hashf % 101;

}

Эта хеш-функция приводит к коллизии при одинаковых первом и последнем символах строки. Например, строки «start» и «slant» будут отображаться в индекс 29. Так же ведет себя хеш-функция, суммирующая все символы строки.

int HF(char *key)

{

  int hashf = 0;

  // просуммировать все символы строки и разделить на 101

  while (*key)

    hashf += *key++;

  return hashf % 101;

}

Строки «bad» и «dab» преобразуются в один и тот же индекс. Лучшие результаты дает хеш-функция, производящая перемешивание битов в символах.

В общем случае при больших n индексы имеют больший разброс. Кроме того, математическая теория утверждает, что распределение будет более равномерным, если n – простое число.

Метод середины квадрата (midsquare technique) предусматривает преобразование ключа в целое число, возведение его в квадрат и возвращение в качестве значения функции последовательности битов, извлеченных из середины полученного числа. Предположим, что ключ есть целое 32-битное число. Тогда следующая хеш-функция извлекает средние 10 бит возведенного в квадрат ключа.

// возвратить средние 10 бит произведения key*key

int HF(int key);

{

  key *= key;           // возвести ключ в квадрат

  key >>= 11;           // отбросить 11 младших бит

  return key % 1024     // возвратить 10 младших бит

}

При мультипликативном методе (multiplicative method) используется случайное действительное число f в диапазоне от 0<f<1. Дробная часть произведения f * key лежит в диапазоне от 0 до 1. Если это произведение умножить на n (размер хеш-таблицы), то целая часть полученного произведения даст значение хеш-функции в диапазоне 0...n-1.

// хеш-функция, использующая мультипликативный метод;

// возвращает значение в диапазоне 0...700

int HF(int key);

{

  static RandomNumber rnd;

  float f;

  // умножить ключ на случайное число из диапазона 0...1

  f = key * rnd.fRandom();

  // взять дробную часть

  f = f - int(f);

  // возвратить число в диапазоне 0...n-1

  return 701*f;

}

7.3. Разрешение коллизий
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Рис.6.3. Разновидности методов разрешение коллизий
Для разрешения коллизий используются различные методы, которые в основном сводятся к методам цепочек и открытой адресации.
Несмотря на то, что два или более ключей могут хешироваться одинаково, они не могут занимать в хеш-таблице одну и ту же ячейку. Нам остаются два пути: либо найти для нового ключа другую позицию в таблице, либо создать для каждого значения хеш-функции отдельный список, в котором будут все ключи, отображающиеся при хешировании в это значение. Оба варианта представляют собой две классические стратегии разрешения коллизий – открытую адресацию с линейным перебором и метод цепочек. Мы проиллюстрируем на примере открытую адресацию, а сосредоточимся главным образом на втором методе, поскольку эта стратегия является доминирующей.

7.3.1. Открытая адресация с линейным перебором

Метод открытой адресации состоит в том, чтобы, пользуясь каким-либо алгоритмом, обеспечивающим перебор элементов таблицы, просматривать их в поисках свободного места для новой записи.

Эта методика предполагает, что каждая ячейка таблицы помечена как незанятая. Поэтому при добавлении нового ключа всегда можно определить, занята ли данная ячейка таблицы или нет. Если да, алгоритм осуществляет перебор по кругу, пока не встретится «открытый адрес» (свободное место). Отсюда и название метода. Если размер таблицы велик относительно числа хранимых там ключей, метод работает хорошо, поскольку хеш-функция будет равномерно распределять ключи по всему диапазону и число коллизий будет минимальным. По мере того как коэффициент заполнения таблицы приближается к 1, эффективность процесса заметно падает.

Проиллюстрируем линейный перебор на примере семи записей.

Предположим, что данные имеют тип DataRecord и хранятся в 11-элементной таблице.

struct DataRecord

{

  int key;

  int data;

};

В качестве хеш-функции h используется остаток от деления на 11, принимающий значения в диапазоне 0-10.
HF(item) = item.key % 11

В таблице хранятся следующие данные. Каждый элемент помечен числом проб, необходимых для его размещения в таблице.

Список: {54,1}, {77,3}, {94,5}, {89,7}, {14,8}, {45,2}, {76,9}

Хеширование первых пяти ключей дает пять различных индексов, по которым эти ключи запоминаются в таблице. Например, h({54,1}) = 10, и этот элемент попадает в Table[10]. Первая коллизия возникает между ключами 89 и 45, так как оба они отображаются в индекс 1.

Элемент данных {89,7} идет первым в списке и занимает позицию Table[1]. При попытке записать {45,2} оказывается, что место Table[1] уже занято. Тогда начинается последовательный перебор ячеек таблицы с целью нахождения свободного места. В данном случае это Table[2]. На ключе 76 эффективность алгоритма сильно падает. Этот ключ хешируется в индекс 10 – место, уже занятое. В процессе перебора осуществляется просмотр еще пяти ячеек, прежде чем будет найдено свободное место в Table[4]. Общее число проб для размещения в таблице всех элементов списка равно 13, т.е. в среднем 1,9 проб на элемент.

Линейное опробование (рис. 6.4.) сводится к последовательному перебору элементов таблицы с некоторым фиксированным шагом  a=h(key) + c*i , где i номер попытки разрешить коллизию. При шаге равном единице происходит последовательный перебор всех элементов после текущего.

Квадратичное опробование отличается от линейного тем, что шаг перебора элементов не линейно зависит от номера попытки найти свободный элемент a = h(key2) + c*i + d*i 2 . Благодаря нелинейности такой адресации уменьшается число проб при большом числе ключей-синонимов.

Однако даже относительно небольшое число проб может быстро привести к выходу за адресное пространство небольшой таблицы вследствие квадратичной зависимости адреса от номера попытки.

Еще одна разновидность метода открытой адресации, которая называется двойным хешированием, основана на нелинейной адресации, достигаемой за счет суммирования значений основной и дополнительной хеш-функций   a=h1(key) + i*h2(key).
Опишем алгоритмы вставки и поиска для метода линейное опробование.

Вставка

1. i = 0 

2. a = h(key) + i*c 

3. Если t(a) = свободно, то t(a) = key, записать элемент, стоп элемент добавлен 
4. i = i + 1, перейти к шагу 2 
Поиск

1. i = 0 

2. a = h(key) + i*c 

3. Если t(a) = key, то стоп элемент найден 

4. Если t(a) = свободно, то стоп элемент не найден 

5. i = i + 1, перейти к шагу 2 

Аналогичным образом можно было бы сформулировать алгоритмы добавления и поиска элементов для любой схемы открытой адресации. Отличия будут только в выражении, используемом для вычисления адреса (шаг 2). С процедурой удаления дело обстоит не так просто, так как она в данном случае не будет являться обратной процедуре вставки.
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Рис.6.4. Разрешение коллизий при добавлении элементов 
     методами открытой адресации

Дело в том, что элементы таблицы находятся в двух состояниях: свободно и занято. Если удалить элемент, переведя его в состояние свободно, то после такого удаления алгоритм поиска будет работать некорректно. Предположим, что ключ удаляемого элемента имеет в таблице ключи синонимы. В том случае, если за удаляемым элементом в результате разрешения коллизий были размещены элементы с другими ключами, то поиск этих элементов после удаления всегда будет давать отрицательный результат, так как алгоритм поиска останавливается на первом элементе, находящемся в состоянии свободно.

Скорректировать эту ситуацию можно различными способами. Самый простой из них заключается в том, чтобы производить поиск элемента не до первого свободного места, а до конца таблицы. Однако такая модификация алгоритма сведет на нет весь выигрыш в ускорении доступа к данным, который достигается в результате хеширования.

Другой способ сводится к тому, чтобы проследить адреса всех ключей-синонимов для ключа удаляемого элемента и при необходимости пере разместить соответствующие записи в таблице. Скорость поиска после такой операции не уменьшится, но затраты времени на само пере размещение элементов могут оказаться очень значительными.

Существует подход, который свободен от перечисленных недостатков. Его суть состоит в том, что для элементов хеш-таблицы добавляется состояние удалено. Данное состояние в процессе поиска интерпретируется, как занято, а в процессе записи как свободно.

Сформулируем алгоритмы вставки поиска и удаления для хеш-таблицы, имеющей три состояния элементов.

Вставка

1. i = 0 

2. a = h(key) + i*c 

3. Если t(a) = свободно или t(a) = удалено, то t(a) = key, записать элемент, стоп элемент добавлен 
4. i = i + 1, перейти к шагу 2 
Удаление

1. i = 0 

2. a = h(key) + i*c 

3. Если t(a) = key, то t(a) =удалено, стоп элемент удален 

4. Если t(a) = свободно, то стоп элемент не найден 

5. i = i + 1, перейти к шагу 2 
Поиск

1. i = 0 

2. a = h(key) + i*c 

3. Если t(a) = key, то стоп элемент найден 

4. Если t(a) = свободно, то стоп элемент не найден 

5. i = i + 1, перейти к шагу 2 
Алгоритм поиска для хеш-таблицы, имеющей три состояния, практически не отличается от алгоритма поиска без учета удалений. Разница заключается в том, что при организации самой таблицы необходимо отмечать свободные и удаленные элементы. Это можно сделать, зарезервировав два значения ключевого поля. Другой вариант реализации может предусматривать введение дополнительного поля, в котором фиксируется состояние элемента. Длина такого поля может составлять всего два бита, что вполне достаточно для фиксации одного из трех состояний. 
7.3.2. Метод цепочек
При другом подходе к хешированию таблица рассматривается как массив связанных списков или деревьев. Каждый такой список называется блоком (bucket) и содержит записи, отображаемые хеш-функцией в один и тот же табличный адрес. Эта стратегия разрешения коллизий называется методом цепочек (chaining with separate lists).
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Рис.6.5. Разрешение коллизий при добавлении элементов методом цепочек

Если таблица является массивом связанных списков, то элемент данных просто вставляется в соответствующий список в качестве нового узла. Чтобы обнаружить элемент данных, нужно применить хеш-функцию для определения нужного связанного списка и выполнить там последовательный поиск.
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Рис. 6.6. Хэш таблица

Проиллюстрируем метод цепочек на семи записях типа DataRecord и хеш-функции h.

Список: {54,1}, {77,3}, {94,5}, {89,7}, {14,8}, {45,2}, {76,9}

HF(item) = item.key % 11
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Рис. 6.7. Метод цепочек

Каждый новый элемент данных вставляется в хвост соответствующего связанного списка. На рисунке 6.7 каждое значение данных сопровождается (в скобках) числом проб, требуемых для запоминания этого значения в таблице.

Заметьте, что если считать пробой вставку нового узла, то их общее число при вставке семи элементов равно 9, т.е. в среднем 1,3 пробы на элемент данных.

В общем случае метод цепочек быстрее открытой адресации, так как просматривает только те ключи, которые попадают в один и тот же табличный адрес. Кроме того, открытая адресация предполагает наличие таблицы фиксированного размера, в то время как в методе цепочек элементы таблицы создаются динамически, а длина списка ограничена лишь количеством памяти. Основным недостатком метода цепочек являются дополнительные затраты памяти на поля указателей. В общем случае динамическая структура метода цепочек более предпочтительна для хеширования.

7.4. Переполнение таблицы и рехеширование
Очевидно, что по мере заполнения хеш-таблицы будут происходить коллизии и в результате их разрешения методами открытой адресации очередной адрес может выйти за пределы адресного пространства таблицы. Что бы это явление происходило реже, можно пойти на увеличение длины таблицы по сравнению с диапазоном адресов, выдаваемым хеш-функцией.
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Рис.6.8. Циклический переход к началу таблицы

С одной стороны это приведет к сокращению числа коллизий и ускорению работы с хеш-таблицей, а с другой к нерациональному расходованию адресного пространства. Даже при увеличении длины таблицы в два раза по сравнению с областью значений хеш-функции нет гарантии того, что в результате коллизий адрес не превысит длину таблицы. При этом в начальной части таблицы может оставаться достаточно свободных элементов. Поэтому на практике используют циклический переход к началу таблицы.

Рассмотрим данный способ на примере метода линейного опробования. При вычислении адреса очередного элемента можно ограничить адрес, взяв в качестве такового остаток от целочисленного деления адреса на длину таблицы n.

Вставка

1. i = 0 

2. a = (h(key) + c*i) mod n 

3. Если t(a) = свободно или t(a) = удалено, то t(a) = key, записать элемент, стоп элемент добавлен 
4. i = i + 1, перейти к шагу 2 
В данном алгоритме мы не учитываем возможность многократного превышения адресного пространства. Более корректным будет алгоритм, использующий сдвиг адреса на 1 элемент в случае каждого повторного превышения адресного пространства. Это повышает вероятность найти свободные элементы в случае повторных циклических переходов к началу таблицы.

Вставка

1. i = 0 

2. a = ((h(key) + c*i) div n + (h(key) + c*i) mod n) mod n 

3. Если t(a) = свободно или t(a) = удалено, то t(a) = key, записать элемент, стоп элемент добавлен 
4. i = i + 1, перейти к шагу 2 

Рассматривая возможность выхода за пределы адресного пространства таблицы, мы не учитывали факторы заполненности таблицы и удачного выбора хеш-функции. При большой заполненности таблицы возникают частые коллизии и циклические переходы в начало таблицы. При неудачном выборе хеш-функции происходят аналогичные явления. В наихудшем варианте при полном заполнении таблицы алгоритмы циклического поиска свободного места приведут к зацикливанию. Поэтому при использовании хеш-таблиц необходимо стараться избегать очень плотного заполнения таблиц. Обычно длину таблицы выбирают из расчета двукратного превышения предполагаемого максимального числа записей. Не всегда при организации хеширования можно правильно оценить требуемую длину таблицы, поэтому в случае большой заполненности таблицы может понадобиться рехеширование. В этом случае увеличивают длину таблицы, изменяют хеш-функцию и переупорядочивают данные.

Производить отдельную оценку плотности заполнения таблицы после каждой операции вставки нецелесообразно, поэтому можно производить такую оценку косвенным образом  по числу коллизий во время одной вставки. Достаточно определить некоторый порог числа коллизий, при превышении которого следует произвести рехеширование. Кроме того, такая проверка гарантирует невозможность зацикливания алгоритма в случае повторного просмотра элементов таблицы.

Рассмотрим алгоритм вставки, реализующий предлагаемый подход.

Вставка
1. i = 0 

2. a = ((h(key) + c*i) div n + (h(key) + c*i) mod n) mod n 

3. Если t(a) = свободно или t(a) = удалено, то t(a) = key, записать элемент, стоп элемент добавлен 

4. Если i > m , то стоп требуется рехеширование 

5. i = i + 1, перейти к шагу 2 

В данном алгоритме номер итерации сравнивается с пороговым числом m. Следует заметить, что алгоритмы вставки, поиска и удаления должны использовать идентичное образование адреса очередной записи.

Удаление
1. i = 0 

2. a = ((h(key) + c*i) div n + (h(key) + c*i) mod n) mod n 

3. Если t(a) = key, то t(a) =удалено, стоп элемент удален 

4. Если t(a) = свободно или i>m, то стоп элемент не найден 

5. i = i + 1, перейти к шагу 2 
Поиск
1. i = 0 

2. a = ((h(key) + c*i) div n + (h(key) + c*i) mod n) mod n 

3. Если t(a) = key, то стоп элемент найден 

4. Если t(a) = свободно или i>m, то стоп элемент не найден 
5. i = i + 1, перейти к шагу 2 
7.5. Оценка качества хеш-функции
Как уже было отмечено, очень важен правильный выбор хеш-функции. При удачном построении хеш-функции таблица заполняется более равномерно, уменьшается число коллизий и уменьшается время выполнения операций поиска, вставки и удаления. Для того чтобы предварительно оценить качество хеш-функции можно провести имитационное моделирование. Моделирование проводится следующим образом. Формируется целочисленный массив, длина которого совпадает с длиной хеш-таблицы. Случайно генерируется достаточно большое число ключей, для каждого ключа вычисляется хеш-функция. В элементах массива просчитывается число генераций данного адреса. По результатам такого моделирования можно построить график распределения значений хеш-функции. Для получения корректных оценок число генерируемых ключей должно в несколько раз превышать длину таблицы.
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Рис. 6.9. Распределение коллизий в адресном пространстве таблицы

Если число элементов таблицы достаточно велико, то график строится не для отдельных адресов, а для групп адресов. Например, все адресное пространство разбивается на 100 фрагментов и подсчитывается число попаданий адреса для каждого фрагмента. Большие неравномерности свидетельствуют о высокой вероятности коллизий в отдельных местах таблицы. Разумеется, такая оценка является приближенной, но она позволяет предварительно оценить качество хеш-функции и избежать грубых ошибок при ее построении.

Оценка будет более точной, если генерируемые ключи будут более близки к реальным ключам, используемым при заполнении хеш-таблицы. Для символьных ключей очень важно добиться соответствия генерируемых кодов символов тем кодам символов, которые имеются в реальном ключе. Для этого стоит проанализировать, какие символы могут быть использованы в ключе.

7.6. Организация данных для ускорения поиска 
по вторичным ключам
До сих пор рассматривались способы поиска в таблице по ключам, позволяющим однозначно идентифицировать запись. Мы будем называть такие ключи первичными ключами. Возможен вариант организации таблицы, при котором отдельный ключ не позволяет однозначно идентифицировать запись. Такая ситуация часто встречается в базах данных. Идентификация записи осуществляется по некоторой совокупности ключей. Ключи, не позволяющие однозначно идентифицировать запись в таблице, называются вторичными ключами.

Даже при наличии первичного ключа, для поиска записи могут быть использованы вторичные. Например, поисковые системы internet часто организованы как наборы записей, соответствующих Web-страницам. В качестве вторичных ключей для поиска выступают ключевые слова, а сама задача поиска сводится к выборке из таблицы некоторого множества записей, содержащих требуемые вторичные ключи.

7.6.1. Инвертированные индексы

Рассмотрим метод организации таблицы с инвертированными индексами. Для таблицы строится отдельный набор данных, содержащий так называемые инвертированные индексы. Вспомогательный набор содержит для каждого значения вторичного ключа отсортированный список адресов записей таблицы, которые содержат данный ключ.

Поиск осуществляется по вспомогательной структуре достаточно быстро, так как фактически отсутствует необходимость обращения к основной структуре данных. Область 
памяти, используемая для индексов, является относительно небольшой по сравнению с другими методами организации таблиц.
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Рис.6.10. Метод организации таблицы с инвертированными индексами

Недостатками данной системы являются большие затраты времени на составление вспомогательной структуры данных и ее обновление. Причем эти затраты возрастают с увеличение объема базы данных.

Система инвертированных индексов является чрезвычайно удобной и эффективной при организации поиска в больших таблицах.

7.6.2. Битовые карты

Для таблиц небольшого объема используют организацию вспомогательной структуры данных в виде битовых карт. Для каждого значения вторичного ключа записей основного набора данных записывается последовательность битов. Длина последовательности битов равна числу записей. Каждый бит в битовой карте соответствует одному значению вторичного ключа и одной записи. Единица означает наличие ключа в записи, а ноль отсутствие.

Основным преимуществом такой организации является очень простая и эффективная организация обработки сложных запросов, которые могут объединять значения ключей различными логическими предикатами. В этом случае поиск сводится к выполнению логических операций запроса непосредственно над битовыми строками и интерпретации результирующей битовой строки. Другим преимуществом является простота обновления карты при добавлении записей.

К недостаткам битовых карт следует отнести увеличение длины строки пропорционально длине файла. При этом заполненность карты единицами уменьшается с увеличением длины файла. Для большой длине таблицы и редко встречающихся ключах битовая карта превращается в большую разреженную матрицу, состоящую в основном из одних нулей.
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Рис.6.11. Организация вспомогательной структуры данных в виде битовых карт

8. Алгоритмы на деревьях
Частным  случаем  графа  является  дерево. Деревом называется орграф для   которого :

1. Существует узел, в которой не входит не одной дуги. Этот узел называется корнем.

2. В каждую вершину, кроме корня, входит одна дуга.

С точки  зрения  представления  в  памяти  важно различать два типа деревьев: бинарные и сильноветвящиеся.

 В бинарном дереве из каждой вершины выходит не более двух дуг.  В сильноветвящемся дереве количество дуг может быть произвольным. 
8.1. Бинарные деревья

Бинарные деревья классифицируются по нескольким признакам. Введем понятия степени узла и степени дерева. Степенью узла в дереве называется количество дуг, которое из него выходит. Степень дерева равна максимальной степени узла, входящего в дерево. Исходя из определения степени понятно, что степень узла бинарного дерева не превышает числа два. При этом листьями в дереве являются вершины, имеющие степень ноль.

Другим важным признаком структурной классификации бинарных деревьев является строгость бинарного дерева. Строго бинарное дерево состоит только из узлов, имеющих степень два или степень ноль. Нестрого бинарное дерево содержит узлы со степенью равной одному.


                              p1  корень

                  p2                    p3 

       р4        р5      p6



            

      p1, p2, p3, p4, p5, p6, p7, p8  -  узлы


                       р7         р8                          p3, p4, p5, p7, p8   -  листья                               

Рис.7.1. Бинарное дерево

а) неполное бинарное дерево


б) полное бинарное дерево



                                                         - на всех уровнях   меньше, чем n, узлы имеют

                     



степень 2, на уровне n - 0 

Рис.7.2.  Полное и неполное бинарные деревья

Переход от родительского узла к дочерним и к другим потомкам осуществляется вдоль пути. Существует единственный путь из любого узла к потомкам.. Длина пути от корня к этому узлу есть уровень узла. Уровень корня 0. Каждый его сын уровня 1. Глубина дерева есть его максимальная длина. Глубина дерева есть длина самого длинного пути от корня до узла. Число узлов, приходящихся на уровень, является показателем плотности дерева. Однонаправленный список есть вырожденное дерево, так как имеет 1 лист и каждый узел имеет одного сына.
а) строго бинарное дерево



б) не строго бинарное дерево

                       - все узлы имеют 




    степень узлов


                         степень 2 или 




    равна 2, 1, 0


                         степень 0

Рис.7.3. Строго и не строго бинарные деревья

8.2. Представление бинарных деревьев
Бинарные деревья достаточно просто могут быть представлены в виде списков или массивов. Списочное представление бинарных деревьев основано на элементах, соответствующих узлам дерева. Каждый элемент имеет поле данных и два поля указателей. Один указатель используется для связывания элемента с правым потомком, а другой – с левым. Листья имеют пустые указатели потомков. При таком способе представления дерева обязательно следует сохранять указатель на узел, являющийся корнем дерева. 

Можно заметить, что такой способ представления имеет сходство с простыми линейными списками. И это сходство не случайно. На самом деле рассмотренный способ представления бинарного дерева является разновидностью мультисписка, образованного комбинацией множества линейных списков. Каждый линейный список объединяет узлы, входящие в путь от корня дерева к одному из листьев.
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Рис.7.4. Представление бинарного дерева в виде списковой структуры

Приведем пример программы, которая осуществляет создание и редактирование бинарного дерева, представленного в виде списковой структуры

 //Программа построения бинарного дерева нерекурсивная
#include <stdio.h>

#include <conio.h>

#include <string.h>

struct node {


char str[80];


node *left, *right;


};

void node_del(node *pnt);

void node_search(node *pnt);

void node_list(node* pnt);

char string[80];

node *cur, *cur_s;

void main() {

    node *root, *pnt;

    int n;

    cur=new node;  //создание корня
    strcpy(cur->str,"root");

    cur->left=NULL;

    cur->right=NULL;

    root=cur;

    do {


scanf("%d",&n);


if(n==1) {  //присоединение узла слева

      while(cur->left!=NULL)



    cur=cur->left;


      pnt=new node;


      fflush(stdin);


      gets(pnt->str);


      pnt->left=NULL;


      pnt->right=NULL;


      cur->left=pnt;

       }


if(n==2) { //присоединение узла справа

      while(cur->right!=NULL)



    cur=cur->right;


      pnt=new node;


      fflush(stdin);


      gets(pnt->str);


      pnt->left=NULL;


      pnt->right=NULL;


      cur->right=pnt;

       }

       if(n==3) {  //поиск заданного узла

  fflush(stdin);


  gets(string);


  cur_s=NULL;


  node_search(root);


  if(cur_s!=NULL)


      cur=cur_s;


  else puts("NO");

      }

      if(n==4) //печать дерева

  node_list(root);

      if(n==5) {//удаление узла

  puts("1-left, 2-right");


  scanf("%d",&n);


  if(n==1)  {


     node_del(cur->left);


     cur->left=NULL;


  }


  else {


     node_del(cur->right);


     cur->right=NULL;


  }

      }

   }while(n!=0);

}

void node_search(node *pnt) {   //поиск узла
    if(strcmp(pnt->str,string)!=0) {


if(pnt->left!=NULL)


   node_search(pnt->left);


if(pnt->right!=NULL)


   node_search(pnt->right);

    }

    else cur_s=pnt;

}

void node_list(node* pnt) {  //просмотр содержимого
  puts(pnt->str);

  if(pnt->left!=NULL)

     node_list(pnt->left);

  if(pnt->right!=NULL)

     node_list(pnt->right);

}

void node_del(node *pnt) { //удаление узла
   if(pnt!=NULL) {

      if(pnt->left!=NULL)


node_del(pnt->left);

      if(pnt->right!=NULL)


node_del(pnt->right);

      delete pnt;

   }

}
// Программа работы с бинарным деревом рекурсивная

#include <stdio.h>

#include <conio.h>

#include <string.h>

struct TelNum;

void printtreepre(TelNum *);   //обход с корня дерева, левое поддерево, правое поддерево

void printtreein(TelNum *);    //обход с вершины правое поддерево,корень, левое поддерево

void printtreepost(TelNum *); //обход с вершины левое поддерево, правое поддерево,корень

int inputData(TelNum * );

TelNum * addtree(TelNum *, TelNum *);

struct TelNum

{

 TelNum * left, *right;

 long number;

 char name[30];

};

//    Описание: печать списка

void printtreepre(TelNum * root)

{

 if(!root) return;

 if(root->number)


printf("номер %7li фамилия  %s\n",root->number,root->name);


printtreepre(root->left);


printtreepre(root->right);

}

void printtreein(TelNum * root)

{

 if(!root) return;

 if(root->number)


printtreein(root->left);


printf("номер %7li фамилия  %s\n",root->number,root->name);

printtreein(root->right);

}

void printtreepost(TelNum * root)

{

 if(!root) return;

 if(root->number)


printtreepost(root->left);


printtreepost(root->right);


printf("номер %7li фамилия  %s\n",root->number,root->name);

}

//    Описание: ввод данных 

int inputData(TelNum * n) {


printf("Номер?"); scanf("%7li",&n->number);


if(!n->number) return 1;


printf("Имя?  "); scanf("%30s",&n->name);


return 0;

}

//   Добавление узла к дереву
TelNum * addtree(TelNum *root, TelNum *temp) {


if(root==NULL) {   //добавление узла в вершину дерева



TelNum * root = new TelNum;



root->number=temp->number;



strcpy(root->name,temp->name);



root->left=NULL;



root->right=NULL;



return root;


}


else {



if(root->number>temp->number)




root->left=addtree(root->left,temp);



else
root->right=addtree(root->right,temp);


}


return root;

}

// Поиск значения в бинарном дереве по номеру телефона
void searchtree(TelNum *root, int num) {


while (root!=NULL) {



if(root->number==num) {




printf("номер %7li фамилия %s\n",root->number,root->name);




return ;



}



else{




if(root->number>num)





root=root->left;




else
root=root->right;



}


}


puts("Телефон не найден");


return ;

}
void delData(TelNum *root){

   if(!root->left && !root->right)

      return;

   if(root->left){

      delData(root->left);

      printf("%i ",root->left->num);

      delete root->left;

   }

   if(root->right){

      delData(root->right);

      printf("%i ",root->right->num);

      delete root->right;

   }

   return;

}

void main(void) {

  TelNum * start = NULL; //сторож
  TelNum * temp = new TelNum;

do{                         //блок добавления записей

if(inputData(temp)) {


 delete temp;



  break;


}


else  



start=addtree(start,temp);

}while(1);

  printtreepre(start);  //ebcahgi

  getch();

  printtreein(start);   //ighebca

  getch();

  printtreepost(start); //acbighe 

  getch();

  int num;

  puts("Введите номер телефона");

  scanf("%d",&num);

  searchtree(begin,num);

}

В виде массива проще всего представляется полное бинарное дерево, так как оно всегда имеет строго определенное число вершин  на каждом уровне. Вершины можно пронумеровать слева направо последовательно по уровням и использовать эти номера в качестве индексов в одномерном массиве. 
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Рис.7.5. Представление бинарного дерева в виде массива

Если число уровней дерева в процессе обработки не будет существенно изменяться, то такой способ представления полного бинарного дерева будет значительно более экономичным, чем любая списковая структура.

Однако далеко не все бинарные деревья являются полными. Для неполных бинарных деревьев применяют следующий способ представления. Бинарное дерево дополняется до полного дерева, вершины последовательно нумеруются. В массив заносятся только те вершины, которые были в исходном неполном дереве. При таком представлении элемент массива выделяется независимо от того, будет ли он содержать узел исходного дерева. Следовательно, необходимо отметить неиспользуемые элементы массива. Это можно сделать занесением специального значения в соответствующие элементы массива. В результате структура дерева переносится в одномерный массив. Адрес любой вершины в массиве вычисляется как  

адрес = 2k+i-1,
где k-номер уровня вершины, i- номер на уровне k в полном бинарном дереве (с нуля). Адрес корня будет равен нулю. Для любой вершины можно вычислить адреса левого и правого потомков

адрес_L = 2*i+1 (i номер узла с нуля)
адрес_R = 2*i+2
Главным недостатком рассмотренного способа представления бинарного дерева является то, что структура данных является статической. Размер массива выбирается исходя из максимально возможного количества уровней бинарного дерева. Причем чем менее полным является дерево, тем менее рационально используется память.
8.3. Прохождение бинарных деревьев
В ряде алгоритмов обработки деревьев используется так называемое прохождение дерева. Под прохождением бинарного дерева понимают определенный порядок обхода всех вершин дерева. Различают несколько методов прохождения.

Прямой порядок прохождения бинарного дерева можно определить следующим образом

1. попасть в корень

2. пройти в прямом порядке левое поддерево

3. пройти в прямом порядке правое поддерево
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                         a b c d e f g h i
   b

      e  

        c            d            f             g     


            h             i  

Рис.7.6. Прямой порядок прохождения бинарного дерева

Прохождение бинарного дерева  в обратном порядке можно определить в аналогичной форме:
1. пройти в обратном порядке левое поддерево

2. пройти в обратном порядке правое поддерево

3. попасть в корень

                    a 
c d b f h i g e a
      b                         e  

c            d           f             g     

                    
                h             i  

Рис.7.7. Обратный порядок прохождения бинарного дерева

Определим еще один порядок прохождения бинарного дерева, называемый симметричным.

1. пройти в симметричном порядке левое поддерево 

2. попасть в корень

3. пройти в симметричном порядке правое поддерево

                      a 
c b d a f e h g i
        b
    e  

  c           d           f             g     

     
     h             i  

Порядок обхода бинарного дерева можно хранить непосредственно в структуре данных. Для этого достаточно ввести дополнительное поле указателя в элементе списковой структуры и хранить в нем указатель на вершину, следующую за данной вершиной при обходе дерева. Такие структуры данных получили название прошитых бинарных деревьев. Указа тели или адреса, определяющие порядок обхода называют нитями.  При этом в соответствии с порядком прохождения вершин различают право прошитые, лево прошитые и симметрично прошитые бинарные деревья.
            a  

    b               c
          d             e                  f
                   g        h            i
Рис. 7.8. Прошитое дерево
Представление деревьев в виде массивов также допускает хранение порядка прохождения дерева. Для этого вводится дополнительный массив, в который записываются адрес  вершины в основном массиве, следующей за данной вершиной.
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Рис.7.9. Представление симметрично прошитого
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8.4. Алгоритмы на деревьях
8.4.1. Сортировка с прохождением бинарного дерева

В качестве примера использования прохождения бинарного дерева можно привести один из способов  сортировки. Допустим, мы имеем некоторый массив и пытаемся упорядочить его элементы по возрастанию. Сама сортировка при этом распадается на две фазы

1. построение дерева

2. прохождение дерева

Дерево строится по следующим принципам. В качестве корня создается узел, в который записывается первый элемент массива. Для каждого очередного элемента создается новый лист. Если элемент меньше значения в текущем узле, то для него выбирается левое поддерево, если больше или равен – правое. 

Исходный массив:

14, 15, 4, 9, 7, 18, 3, 5, 16, 4, 20, 17, 9, 14, 5


                                         14 
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Рис.7.10. Сортировка по возрастанию с прохождением бинарного дерева

Прохождение в симметричном порядке:
3, 4, 4, 5, 5, 7, 9, 9, 14, 14, 15, 16, 17, 18, 20

Для создания очередного узла происходят сравнения элемента со значениями существующих узлов, начиная с корня.

Во время второй фазы происходит прохождение дерева в симметричном порядке. Результатом сортировки является последовательность значений элементов, извлекаемых их пройденных узлов.

Для того чтобы сделать сортировку по убыванию, необходимо изменить только условия выбора поддерева при создании нового узла во время построения дерева.

8.4.2. Сортировка методом турнира с выбыванием

Приведем другой алгоритм сортировки, основанный на использовании бинарных деревьев. Данный метод получил название турнира с выбыванием. Пусть мы имеем исходный массив  10, 20, 3, 1, 5, 0, 4, 8

Сортировка начинается с создания листьев дерева. В качестве листьев бинарного дерева создаются узлы, в которых записаны значения элементов исходного массива. Дерево строится от листьев к корню. Для двух соседних узлов строится общий предок, до тех пор, пока не будет создан корень. В узел-предок заносится значение, являющееся наименьшим из значений в узлах-потомках.

В результате построения такого дерева наименьший элемент попадает сразу в корень. 

                                    0                                                                                               

                1                                    0

        10               1                  0              4

 10       20      3         1       5       0      4       8

Рис.7.11. Построение дерева сортировки

Далее начинается извлечение элементов из дерева. Извлекается значение из корня. Данное значение является первым элементом в результирующем массиве. Извлеченное значение помещается в отсортированный массив и заменяется в дереве на специальный символ.

              *                                                 0                                              

                   1                                  *
         10                1                 *             4

  10        20      3       1       5       *     4        8

Рис.7.12. Замена извлекаемого элемента на специальный символ

После этого происходит повторное занесение значений в родительские элементы от листьев к корню. При сравнениях специальный символ считается большим по отношению к любому другому значению.

                                    1                                                              0, 1

                 1                                   4      

        10                1                 5              4            

 10       20       3        1       5       *      4        8            

Рис.7.13. Повторное заполнение дерева сортировки
После повторного заполнения из корня извлекается очередной элемент и итерация повторяется. Извлечения элементов продолжаются до тех пор, пока в дереве не останутся одни специальные символы.
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Рис.7.14. Извлечения элементов из дерева сортировки

8.4.3. Применение бинарных деревьев для сжатия информации
Рассмотрим применение деревьев для сжатия информации. Под сжатием мы будем понимать получение более компактного кода.

Рассмотрим следующий пример. Имеется текстовая строка S, состоящая из 10 символов

S = ABCCCDDDDD 

При кодировании одного символа одним байтом для строки потребуется 10 байт.

Попробуем сократить требуемую память. Рассмотрим, какие символы действительно требуется кодировать. В данной строке используются всего 4 символа. Поэтому можно использовать укороченный код.

A  00


S = 00, 01, 10, 10, 10, 11, 11, 11, 11, 11 
20 бит
B   01 

C  10

D  11

В данном случае мы проанализировали текст на предмет использования символов. Можно заметить, что различные символы имеют различную частоту повторения. Существуют методы кодирования, позволяющие использовать этот факт для уменьшения длины кода.

Одним из таких методов является кодирование Хафмена. Он основан на использовании кодов различной  длины для различных символов. Для максимально повторяющихся символов используют коды минимальной длины.

Построение кодовой таблицы происходит с использованием бинарного дерева. В корне дерева помещаются все символы и их суммарная частота повторения. Далее выбирается наиболее часто используемый символ и помещается со своей частотой повторения в левое поддерево. В правое поддерево помещаются оставшиеся символы с их суммарной частотой. Затем описанная операция проводится для всех вершин дерева, которые содержат более одного символа. 

Само дерево может быть использовано в качестве кодовой таблицы для кодирования и декодирования текста.  Кодирование осуществляется следующим образом. Для очередного символа в качестве кода используется путь от листа соответствующего символа к корню дерева. Причем каждому левому поддереву приписывается ноль, а каждому правому – единица.

Символ     частота    
код
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Рис. 7.15. Построение кодовой таблицы

Тогда для строки S будет получен следующий код

S=11011110101000000

Длина кода составляет 17 бит, что меньше по сравнению с укороченным кодом.

Теперь рассмотрим процесс декодирования. Алгоритм распаковки кода можно сформулировать следующим образом. 

Распаковка

1. i=0, j=0;

2. если  i>n, то стоп строка распакована;
3. node= root;

4. если  b(i)=0,  то  node=left(node),  иначе  node=right(node)

5. если  left(node)=0  и  right(node)=0,  то j=j+1, s(j)= str(node), перейти к шагу 2, 
    иначе  i=i+1, перейти к шагу 4

В алгоритме корень дерева обозначен как root, а left(node) и right(node) обозначают   левый и правый потомки узла node.
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Рис. 7.16. Процесс распаковки кода

На практике такие способы упаковки используются не только для текстов, но и для произвольных двоичных данных. Дело в том, что любой файл можно рассматривать как последовательность байт. Тогда дерево кодирования можно построить не для символов, а для значений байт, встречающихся в кодируемом файле. Поскольку байт может принимать 256 значений, то соответствующее дерево будет иметь не более 256 листьев. В узлах дерева после его полного построения нет необходимости хранить несколько значений кодов и частоты повторения. Для кодирования и декодирования достаточно хранить только одно значение кода и только для листового узла. Поэтому такой способ представления кодовой таблицы является достаточно компактным.

Схемы кодирования подобного типа используются в программах архивации данных и сжатия растровых изображений в форматах графических файлов.

8.4.4. Представление выражений с помощью деревьев
С помощью деревьев можно представлять произвольные арифметические выражения. Каждому листу в таком дереве соответствует операнд, а каждому родительскому узлу – операция.  В общем случае дерево при этом может оказаться  не бинарным. 

Однако если  число операндов любой операции будет меньше или равно двум, то дерево будет бинарным. Причем если все операции будут иметь  два операнда, то дерево окажется строго бинарным.

f ( a + b, sin c )

                            f

              +                         sin

     a                 b                         c
Рис. 7.17. Представление арифметического выражения в виде бинарного дерева

Бинарные деревья могут быть использованы не только для представления выражений, но и для их вычисления. Для того чтобы выражение можно было вычислить, в листьях записываются значения операндов. 
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              - х                                                   -                                                                          

            +                                            +                         f

А                     В                      С            cos              a         b        c       d         e                   

                                                            +

                                                 D                E  
Рис.7.18. Представление арифметического выражения произвольного вида
в виде дерева.

Затем от листьев к корню производится выполнение операций. В процессе выполнения в узел операции записывается результат ее выполнения. В конце вычислений в корень будет записано значение, которое и будет являться результатом вычисления выражения.

Пример:   (1+10)*5


1) *



              +                          5

     1                10                          

    2)                     *
             11                          5

    3)                    55
Рис.7.19. Вычисление арифметического выражения с помощью бинарного дерева

Помимо арифметических выражений с помощью деревьев можно представлять выражения других типов. Примером являются логические выражения. Поскольку функции алгебры логики определены над двумя или одним операндом, то дерево для представления логического выражения будет бинарным

((aVb)&(cVd))&(e&fVa&b)
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Рис. 7.20. Представление логического выражения в виде бинарного дерева

8.5. Представление сильноветвящихся деревьев

До сих пор мы рассматривали только способы представления бинарных деревьев. В ряде задач используются сильноветвящиеся деревья. Каждый элемент для представления бинарного дерева должен содержать как минимум три поля – значение или имя узла, указатель левого поддерева, указатель правого поддерева. Произвольные деревья могут быть бинарными или сильноветвящимися. Причем число потомков различных узлов не ограничено и заранее не известно.

 Тем не менее, для представления таких деревьев достаточно иметь элементы, аналогичные элементам списковой структуры бинарного дерева. Элемент такой структуры содержит минимум три поля: значение узла, указатель на начало списка потомков узла, указатель на следующий элемент в списке потомков текущего уровня. Также как и для бинарного дерева необходимо хранить указатель на корень дерева. При этом дерево представлено в виде структуры, связывающей списки потомков различных вершин. Такой способ представления вполне пригоден и для бинарных деревьев. 

Представление деревьев с произвольной структурой в виде массивов может быть основано на матричных способах представления графов.
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Рис.7.21. Представление сильноветвящихся деревьев в виде списков
8.5.1. Применение сильноветвящихся деревьев
Один из примеров применения сильноветвящихся деревьев был связан с представлением арифметических выражений произвольного вида. Рассмотрим использование таких деревьев для представления иерархической структуры каталогов файловой системы. Во многих файловых системах структура каталогов и файлов, как правило, представляет собой одно или несколько сильноветвящихся деревьев. В файловой системе MS Dos корень дерева соответствует логическому диску. Листья дерева соответствуют файлам и пустым каталогам, а узлы с ненулевой степенью - непустым каталогам.

Для представления такой структуры используем расширение спискового представления сильноветвящихся деревьев. Способы представления деревьев, рассмотренные ранее, являются предельно экономичными, но не очень удобными для перемещения по дереву в разных направлениях. Именно такая задача встает при просмотре структуры каталогов. Необходимо осуществлять “навигацию” – перемещаться из текущего каталога в каталог верхнего или нижнего уровня, или от файла  к файлу в пределах одного каталога.

 Для облегчения этой задачи сделаем списки потомков двунаправленными. Для этого достаточно ввести дополнительный указатель на предыдущий узел ”last”. С целью упрощения перемещения по дереву от листьев к корню введем дополнительный указатель на предок текущего узла “up”. Общими с традиционными способами представления являются указатели на список потомков узла “down” и следующий узел “next”. 

                                                                              

                                                                                        один уровень   

               имя каталога/файла

              тип (каталог или файл)

                              up (
                            down (
                             last (
                             next (
      next                 next                 next                nil

       nil                   last                  last                 last

       up                    up                    up                  up

     down                  nil                   nil                  nil

Рис.7.22. Представление логической структуры каталогов и файлов 
в виде сильноветвящегося дерева
8.6. AVL-деревья
Бинарные деревья поиска предназначены для быстрого доступа к данным. В идеале разумно сбалансированное дерево имеет высоту порядка O(log2n). Однако при некотором стечении обстоятельств дерево может оказаться вырожденным. Тогда высота его будет O(n), и доступ к данным существенно замедлится. В этом разделе мы рассмотрим модифицированный класс деревьев, обладающих всеми преимуществами бинарных деревьев поиска и никогда не вырождающихся. Они называются сбалансированными или AVL-деревьями. Под сбалансированностью будем понимать то, что для каждого узла дерева высоты обоих его поддеревьев различаются не более чем на 1. Строго говоря, этот критерий нужно называть AVL-сбалансированностью в отличие от идеальной сбалансированности, когда для каждого узла дерева количества узлов в левом и правом поддеревьях различаются не более чем на 1. Здесь мы всегда будем иметь в виду AVL-сбалансированность.

Новые методы вставки и удаления в классе AVL-деревьев гарантируют, что все узлы останутся сбалансированными по высоте. На рисунках 7.23 и 7.24 показаны эквивалентные представления массива AVL-деревом и бинарным деревом поиска. Рисунок 7.23 представляет простой пятиэлементный массив А (A[5] = {1,2,3,4,5}), отсортированный по возрастанию. 
[image: image115.png]BuHapHoe Aepeso Moveka AVL-gepeso





Рис. 7.23. Представление бинарного  и AVL-дерева для массива А
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Рис. 7.24. Представление бинарного  и AVL-дерева для массива В

Рисунок 7.24 представляет массив B (B[8] = {20, 30, 80, 40, 10, 60, 50, 70}). Бинарное дерево поиска имеет высоту 5, в то время как высота AVL-дерева равна 2. В общем случае высота сбалансированного дерева не превышает O(log2n). Таким образом, AVL-дерево является мощной структурой хранения, обеспечивающей быстрый доступ к данным.
8.6.1. Узлы AVL-дерева
AVL-деревья имеют структуру, похожую на бинарные деревья поиска. Все операции идентичны описанным для бинарных деревьев, за исключением методов вставки и удаления, которые должны постоянно отслеживать соотношение высот левого и правого поддеревьев узла. Для сохранения этой информации мы расширили определение объекта узел дерева, включив в него поле balanceFactor (показатель сбалансированности), которое содержит разность высот правого и левого поддеревьев.
	Данные

	balanceFactor

	left
	right


balanceFactor = height(right subtree) - height(left subtree)

Если balanceFactor отрицателен, то узел «перевешивает влево», так как высота левого поддерева больше, чем высота правого поддерева. При положительном balanceFactor узел «перевешивает вправо». Сбалансированный по высоте узел имеет balanceFactor = 0. В AVL-дереве показатель сбалансированности должен быть в диапазоне [-1, 1].

На рисунке 7.25 изображены AVL-деревья с пометками -1, 0 и +1 на каждом узле, показывающими относительный размер левого и правого поддеревьев.

· -1: Высота левого поддерева на 1 больше высоты правого поддерева. 

· 0: Высоты обоих поддеревьев одинаковы. 

· +1: Высота правого поддерева на 1 больше высоты левого поддерева. 
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Рис. 7.25. Пример AVL- дерева с указанием balanceFactor
8.6.2. Алгоритм AVL-вставки
Процесс вставки почти такой же, что и для бинарного дерева поиска. Осуществляется рекурсивный спуск по левым и правым сыновьям, пока не встретится пустое поддерево, а затем производится пробная вставка нового узла в этом месте. В течение этого процесса мы посещаем каждый узел на пути поиска от корневого к новому элементу.

Поскольку процесс рекурсивный, обработка узлов ведется в обратном порядке. При этом показатель сбалансированности родительского узла можно скорректировать после изучения эффекта от добавления нового элемента в одно из поддеревьев. Необходимость корректировки определяется для каждого узла, входящего в поисковый маршрут. Есть три возможных ситуации. В двух первых случаях узел сохраняет сбалансированность и реорганизация поддеревьев не требуется. Нужно лишь скорректировать показатель сбалансированности данного узла. В третьем случае разбалансировка дерева требует одинарного или двойного поворотов узлов.

Случай 1. Узел на поисковом маршруте изначально является сбалансированным (balanceFactor = 0). После вставки в поддерево нового элемента узел стал перевешивать влево или вправо в зависимости от того, в какое поддерево была произведена вставка. Если элемент вставлен в левое поддерево, показателю сбалансированности присваивается -1, а если в правое, то 1. Например, на пути 40-50-60 каждый узел сбалансирован. После вставки узла 55 показатели сбалансированности изменяются (рисунок 7.26).
Случай 2. Одно из поддеревьев узла перевешивает, и новый узел вставляется в более легкое поддерево. Узел становится сбалансированным. Сравните, например, состояния дерева до и после вставки узла 55 (рисунок 7.27).

Случай 3. Одно из поддеревьев узла перевешивает, и новый узел помещается в более тяжелое поддерево. Тем самым нарушается условие сбалансированности, так как balanceFactor выходит за пределы -1..1. Чтобы восстановить равновесие, нужно выполнить поворот.
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Рис. 7.26. Изменение balanceFactor после вставки узла 55
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Рис. 7.27. Изменение balanceFactor после вставки узла 55
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Рис. 7.28. Одинарный и двойной поворот в AVL-дереве
Рассмотрим пример. Предположим, дерево разбалансировалось слева и мы восстанавливаем равновесие, вызывая одну из функций поворота вправо. Разбалансировка справа влечет за собой симметричные действия.

8.6.3. Повороты

Повороты необходимы, когда родительский узел P становится расбалансированным. Одинарный поворот вправо (single right rotation) происходит тогда, когда родительский узел P и его левый сын LC начинают перевешивать влево после вставки узла в позицию X. В результате такого поворота LC замещает своего родителя, который становится правым сыном. Бывшее правое поддерево узла LC (ST) присоединяется к P в качестве левого поддерева. Это сохраняет упорядоченность, так как узлы в ST больше или равны узлу LC, но меньше узла P. Поворот уравновешивает как родителя, так и его левого сына (рисунок 7.29).
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Рис. 7.29. Схема одинарного правого поворота
Попытка вставить узел 5 в изображенное на рисунке 7.30 AVL-дерево нарушает AVL-условие для узла 30. Одновременно левое поддерево узла 15 (LC) становится перегруженным. Для переупорядочения узлов вызывается процедура SingleRotateRight. В результате родительский узел (30) становится сбалансированным, а узел 10 перевешивающим влево.

Двойной поворот вправо (double rigyn rotation) нужен тогда, когда родительский узел (P) становится перевешивающим влево, а его левый сын (LC) перевешивающим вправо. NP – корень правого перевешивающего поддерева узла LC. Тогда в результате поворота узел NP замещает родительский узел. На рисунках 7.31 и 7.32 показаны случаи вставки нового узла в качестве сына узла NP. В обоих случаях NP становится родительским узлом, а бывший родитель P становится правым сыном NP.
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Рис. 7.30. Пример одинарного правого поворота
На рисунке 7.31 мы видим сдвиг узла X1, после того как он был вставлен в левое поддерево узла NP. На рисунке 7.32 изображено перемещение узла X2 после его вставки в правое поддерево NP.
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Рис. 7.31. Схема двойного правого поворота
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Рис. 7.32. Схема двойного правого поворота
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Рис. 7.33. Пример двойного правого поворота
Двойной поворот иллюстрируется на дереве, изображенном на рисунке 7.33. Попытка вставить узел 25 разбалансирует корневой узел 50. В этом случае узел 20 (LC) приобретает слишком высокое правое поддерево и требуется двойной поворот. Новым родительским узлом (NP) становится узел 40. Старый родительский узел становится его правым сыном и присоединяет к себе узел 45, который также переходит с левой стороны дерева.
8.6.4. Исключение из сбалансированного дерева
Наш опыт по удалению вершин из дерева позволяет предполо​жить, что и исключение из сбалансированного дерева окажется более сложным, чем включение. И это действительно так, хотя алгоритм операции балансировки остается фактически тем же самым, что и при включении. В частности, балансировка опять основывается на одно- или двукратных поворотах узлов.
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Рис. 7.34.  Исключение из сбалансированного дерева
Принципиальная схема алгоритма исключения из сбалансиро​ванного дерева аналогична (7.28). Простые случаи — удаление терминальных вершин или вершин только с одним потомком. Если же от исключаемой вершины "отходят" два поддерева, то, как и раньше, она заменяется на самую правую вершину ее лево​го поддерева. Как и в случае включения (7.31). Балансировка идет, только если balanceFactor какой-либо вершины оказывается равен 2. Это значение присваивается переменной balanceFactor при обнаружении и исклю​чении какой-либо вершины или уменьшении высоты какого-либо поддерева в процессе самой балансировки. 
Из исходно​го сбалансированного дерева (рис. 7.34, а) последовательно ис​ключаются вершины с ключами 4, 8, 6, 5, 2, 1 и 7 и получаются деревья, представленные на рис. 4.34, б-з. Исключение ключа 4 выглядит просто, поскольку он представляет собой терминальную вершину. 
Однако в результате получается несбалансированная вершина 3. Соответствующая операция балансировки требует единственного поворота. При исключении вершины 6 вновь требуется балансировка. В этот момент одиночным RR-поворотом балансируется правое поддерево вершины 7. Исключение вершины 2, хотя само по себе оно простое, поскольку вершина имеет лишь одного потомка, приводит к усложненному двукратному RL-повороту. И четвертый случай: двукратный RL-поворот проводится при изъятии вершины 7, вместо которой вначале помещался cамый правый элемент ее левого поддерева, т. е. вершина с ключом 3. 
Включение может потребовать поворота 2, 3 вершин, исключение может потребовать поворотов во всех вершинах. В худшем случае O(log2n) операций. Вероятность поворотов: при включении на 2 включения 1 поворот, при исключении 1 поворот на 5 случаев. Исключение самой правой вершины из дерева Фибоначчи приводит к самому худшему случаю – перестройке всего дерева.
8.6.5. Оценка сбалансированных деревьев
Обоснованность применения AVL-деревьев неоднозначна, поскольку они требуют дополнительных затрат на поддержание сбалансированности при вставке или удалении узлов. Если в дереве постоянно происходят вставки и удаления элементов, эти операции могут значительно снизить быстродействие. С другой стороны, если ваши данные превращают бинарное дерево поиска в вырожденное, вы теряете поисковую эффективность и вынуждены использовать AVL-дерево. В большинстве случаев в программах используются алгоритмы, когда сначала заполняется список, а потом производится поиск по этому списку с небольшим количеством изменений. Поэтому на практике использование AVL-деревьев предпочтительно.

Для AVL-дерева не существует наихудшего случая, так как оно является почти полным бинарным деревом. Сложность операции поиска составляет O(log2n). Опыт показывает, что повороты требуются примерно в половине случаев вставок и удалений. Сложность балансировки обусловливает применение AVL-деревьев только там, где поиск является доминирующей операцией.
8.6.6. Оценка производительности AVL-деревьев
Эта программа сравнивает сбалансированное и обычное бинарные деревья поиска, каждое из которых содержит N случайных чисел. Исходные данные для этих деревьев берутся из единого массива. Для каждого элемента массива осуществляется его поиск в обоих деревьях. Длины поисковых путей суммируются, а затем подсчитывается средняя длина поиска по каждому дереву.

Программа прогоняется на 1000- и на 10000-элементном массивах. Обратите внимание, что на случайных данных поисковые характеристики AVL-дерева несколько лучше. В самом худшем случае вырожденное дерево поиска, содержащее 1000 элементов, имеет среднюю глубину 500, в то время как средняя глубина AVL-дерева всегда равна 9.

Прогон 1:

Сколько узлов на дереве? 1000

Средняя длина поиска для бинарного дерева = 10.256

Средняя длина поиска для сбалансированного дерева = 7.901

Прогон 2:

Сколько узлов на дереве? 10000

Средняя длина поиска для бинарного дерева = 12.2822

Средняя длина поиска для сбалансированного дерева = 8.5632

8.7. Алгоритмы с возвратом

Особенно интригующая область программирования — задачи так называемого искусственного интеллекта. Здесь мы имеем дело с алгоритмами, ищущими решение не по заданным правилам вычислений, а путем проб и ошибок. Обычно процесс проб и ошибок разделяется на отдельные задачи. Часто эти задачи наиболее естественно выражаются в терминах рекурсии и требуют исследования конечного числа подзадач. В общем виде весь процесс можно мыслить как процесс поиска, строящий (и обрезающий) дерево подзадач. Во многих проблемах такое дерево поиска растет очень быстро, рост зависит от параметров задачи и часто бы​вает экспоненциальным. Соответственно увеличивается и сто​имость поиска. Иногда, используя некоторые эвристики, дерево поиска удается сократить и тем самым свести затраты на вычис​ления к разумным пределам.

Проде​монстрируем этот метод на хорошо известном примере -задаче о ходе коня.

Дана доска размером n х n, т. е. содержащая n2 полей. Вначале на поле с координатами x0, y0 помещается конь — фигура, переме​щающаяся по обычным шахматным правилам. Задача заключа​ется в поиске последовательности ходов (если она существует), при которой конь точно один раз побывает на всех полях доски (обойдет доску), т. е. нужно вычислить n2 - 1 ходов.
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Рис. 7.35. Восемь возможных ходов коня

Характерное свойство та​ких алгоритмов заключается в том, что в них делаются шаги в на​правлении общего решения, но все они фиксируются (записыва​ются) таким образом, что позже можно вернуться вспять, отбра​сывая тем самым шаги, которые ведут в тупик, а не к общему решению. Такой процесс называется возвратом или откатом (backtracking). 

TryNextMove
инициализация выбора хода;

do выбор очередного кандидата из списка ходов;   

if подходит       

запись хода;

if доска не заполнена 
TryNextMove;

if неудача 
уничтожение предыдущего хода 

endif;
endif;

endif;

while удача && есть кандидаты;

end.
8.7.1. Задача о восьми ферзях
Задача о восьми ферзях — хорошо известный пример исполь​зования методов проб и ошибок и алгоритмов с возвратами. В 1850 г. эту задачу исследовал К. Ф. Гаусс, однако полностью он ее так и не решил. Это никого не должно удивлять. Для по​добных задач характерно отсутствие аналитического решения. Они требуют огромной изнурительной работы, терпения и ак​куратности. Поэтому такие задачи стали почти исключительно прерогативой электронных вычислительных машин, ведь им эти свойства присущи в значительно большей степени, чем челове​ку, пусть и гениальному.

Известно, что ферзь "бьет" любую фигуру на одной с ним прямой: горизонтали, вертикали и диагонали. Поэтому на каждой прямой не должно быть более одного ферзя. На рисунке "безопасно" размещены 5 ферзей: Ф1— Ф5. Клетки доски обозначают координатами, например, ферзь Ф1 - в клетке А1.
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Рис. 7.36. Одно из решений задачи о восьми ферзях

Возьмем k = 8: на большее рассчитывать не приходится. Искомые 8 позиций (клеток) назовем полным решением. Хотя на доске всего 64 клетки, взять 8 из них можно 64!/(56! * 8!) = 4 426 165 368 способами. Проверять все эти комбинации — большая работа даже для ЭВМ.

Есть рациональный метод — поиск с возвращениями. Поставим одного ферзя, затем ("безопасно") второго, третьего и т.д. Удобно рассматривать вертикаль за вертикалью с намерением в каждую поставить ферзя.

Получаемые один за другим векторы позиций A1; A1,B3; …; A1,B3,С5,D2,E4 называют частичными решениями. При их получении используемся заданный принцип (пакт о ненападении ферзей) и их можно считать зародышами полного решения. Не всякое зерно прорастает. Для указанного размещения 5 ферзей вы не найдете подходящей позиции 6-го ферзя.

Наступил черед рационализации. Не будем отбрасывать достигнутое. Сделаем лишь один шаг назад — изменим позицию ферзя Ф5, вновь попытаемся поставить Ф6 и лишь при безуспешной попытке сделаем второй шаг назад и т. д. Это стратегия планомерного отступления и прорыва вперед при первой возможности. Поскольку частичные решения имеют большую или меньшую общую часть, поиск с возвращениями  можно отобразить деревом. В нашем случае в нем будет чуть более 2000 узлов; изобразим лишь часть дерева, имеющего корень А1 с одним полным решением (рис.7.37): 
Кто бы мог подумать, что будет столько тупиков! К первому полному решению приходим» побывав в 42 тупиках. На месте (см. рисунок ниже) останется лишь Ф1! Тем не менее, Перебор резко сокращается, ибо очередной элемент решения комбинируется с уже осмысленными сочетаниями предыдущих, а их относительно немного. 
[image: image129.png]noauums depan Ha 1-i BepTUKam —_— = @ —

nosnuuaq>epsun32ﬁ - @ ——— @ ——— @ —— _.__.

BepTUKanu

6. ® = 6 & B

@ @@@@@
@@@@@@@@ 06 ® O ©
H B OO0OEO OOOE

Ty (GO @rma TR @
@)

PEWEHUE




Рис. 7.37. Часть дерева решений

* На самом деле, здесь — лес деревьев, т.к. Ф1 также меняет позицию.

Стек — непременный "аксессуар" поиска с возвращениями. В нем накапливаются элементы частичного решения; непригодные удаляются из верхушки. Чередование частичные успехов и неудачных расширений решения выражается в "пульсациях" размера стека. 

Воспользуемся задачей о восьми ферзях и предста​вим одно важное обобщение алгоритма проб и ошибок. В общих словах речь идет о нахождении не одного, а всех решений постав​ленной задачи.

Формирование возможных кандидатов происходит регулярным образом, гарантирующим, что ни один кандидат не встретится более чем один раз. Такое свойство алгоритма обеспечивается тем,  что поиск идет по дереву кандидатов так, что каждая из его вер​шин проходится точно один раз. Это позволяет, если найдено и должным образом зафиксировано одно решение, просто пере​ходить к следующему кандидату, предлагаемому упомянутым процессом систематического перебора. Общую схему такого про​цесса можно "вывести":

Try(int i){

int k; 

for k = 1 to m 

выбор k-го кандидата; 

if подходит его запись;

if i < n then Try(i+1) 

else печатать решения 

endif; 

            стирание записи;

endif;

endfor;

}
// Программа  расстановки восьми ферзей 

// xi обозначает местоположение ферзя на i-й вертикали;    
// aj   указывает, что на j-й горизонтали ферзя нет;
// bk  указывает, что на k-й /-диагонали ферзя нет;

// ck  указывает, что на k-й \-диагонали ферзя нет.

// На /-диагонали у всех полей постоянна сумма координат i и j, 

//  а на \-диагонали постоянна их разность.
#include <stdio.h>

#include <math.h>

#include <conio.h>

#define true 1

#define false 0

int a[9], b[17], c[15];

int x[9];

void print() {

int i;

for (i = 1; i<= 8; i++)

   printf("%4d",x[i]);

}

void Try(int i) {

int j;

for (j=1; j<=8; j++) {

  if (a[j] && b[i+j] && c[i-j+7] ){

   x[i] = j;  a[j]= false; b[i+j] = false; c[i-j+7] = false;

   if (i < 8) {

       i++;

       Try(i);

   }

   else {

      print();

      return;

   }

   i--;

   x[i]=false;

   a[j] = true;

   b[i+j] = true;

   c[i-j+7] = true;

  }

 }

}

void main()

{

    int i;

    for (i= 1; i<=8; i++)


a[i] = true;

    for (i = 2; i<= 16; i++)


b[i] = true;

    for (i = 1; i<=14; i++)


c[i] = true;

    clrscr();

    Try(1);

}

Если бы программа отыскивала лишь 12 принципиально различных решений, причем делала бы это максимально быстро, то и она сама, и данные, которыми она должна была бы манипулировать, оказались бы значительно более сложными.

В табл. 4 приведены первые 12 решений. Число n в правом столбце указывает, сколько раз проводилась проверка на "безопасность" поля. Среднее число для всех 92 решений равно 161.

Таблица 4. Двенадцать решений задачи о восьми ферзях
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Заметим, что в основной программе шахматами и "не пахнет". Действительно, метод универсален, он применяется на графах и в других областях. Он годится для задач, решение которых имеет вид вектора, причем каждую позицию вектора занимает элемент из конечного упорядоченного множества. В нашем примере — это множество клеток на отдельной вертикали доски. Конечно, должен существовать критерий пригодности частичного решения — с позиций получения полного.

Упорядоченность нужна хотя бы для того, чтобы не повторять ранее полученных решений, частичных и полных. Посмотрите в программу: после каждого неуспеха и возврата вертикаль просматривается не с начала, изучается ее продолжение (оно идет за позицией, отраженной в стеке).
8.8. Метод ветвей и границ
Метод, известный как метод ветвей и границ, похож на методы с отходами назад тем, что он исследует древовидную модель простран​ства решений и применим для широкого круга дискретных комбинаторных задач. Алгоритмы с отходами нацелены на то, чтобы найти одну или все конфигурации, моделируемые N-векторами, которые
удовлетворяют определенным свойствам. Алгоритмы ветвей и границ ориентированы в большей степени на оптимизацию. В решаемой задаче определена числовая функция стоимости для каждой из вершин, появляющихся в дереве поиска. Цель — найти конфигурацию, на которой функция стоимости достигает максимального или минимального значения.
Алгоритм ветвей и границ хорошо работает в задаче коммивоя​жера. При помощи алгоритмов ветвей и границ удалось решить большой круг разнообразных серь​езных практических задач; эти алгоритмы редко оказыва​ются простыми.
Задача заключается в нахождении в торговом участке коммивояжера тура из N городов с наименьшей стоимостью. Каждый город входит в тур только один раз. В терминах сетей в сети городов надо найти покрывающий цикл наименьшей стоимости. Имеется матрица С. каждый элемент которой сij равен стоимости (обычно в единицах времени, денег или расстояния) прямого проезда из города i в город j. Задача называется симметричной, если cij=cji для всех i и j, т. е. если стоимость проезда между каждыми двумя городами не зависит от направления. Предположим, что сii = ( для всех i.
Алгоритмы ветвей и границ для задачи коммивояжера могут быть сформулированы разными способами. Авторы излагаемого алгорит​ма — Литл, Мерти, Суини и Карел.
Во-первых, рассмотрим ветвление. На рис. 7.38, а показана мат​рица стоимостей для асимметричной (несимметричной) зaдaчи комми​вояжера с пятью городами, представленной на рис. 7.38, б. 
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Рис. 7.38. Задача коммивояжера: (а) матрица стоимостей; (б) сеть из пяти городов.
Обратите внимание на то, что мы пользуемся направленной сетью, чтобы ука​зать стоимости, так как стоимость проезда из города i прямо в город j не обязательно такая же, как стоимость проезда из города j в город i. Корень нашего поискового дерева будет соответствовать множеству «всех возможных туров», т. е. эта вершина представляет множество всех 4! возможных туров в нашей задаче с пятью городами. В общем случае для любой асимметричной задачи с N городами корень будет представлять полное множество R всех (N-1)! возможных туров. Ветви, выходящие из корня, определяются выбором одного ребра, скажем (i, у). Наша цель состоит в том, чтобы разделить множество всех туров на два множества: одно, которое, весьма вероятно, содер​жит оптимальный тур, и другое, которое, вероятно, не содержит. Для этого выбираем ребро (i, j); оно, как мы надеемся, входит в оп​тимальный тур, и разделяем R на два множества {i, j} и 
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 — не содержащие (i, j).
Предположим, в нашем примере мы производим ветвление на ребре (i, j)=(3,5), имеющем наименьшую стоимость во всей матрице. Корень и первый уровень дерева пространства решений будут тогда такими, как показан на рис. 7.39. Заметим, что каждый тур из R содержится только в одном множестве уровня 1. Если бы мы как-то могли сделать вывод, что множество 
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 не содержит оптимального тура, то нам нужно было бы исследовать только множество (3, 5}.
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Рис. 7.39. Построение дерева поиска по методу ветвей и границ
Затем разделяем множество (3, 5} таким же образом, как и множе​ство R. Следующее по дешевизне ребро в матрице — это ребро (2, 1) со стоимостью c21=5. Поэтому можно разделить множество (3, 5} на туры, включающие ребро (2, 1), и туры, не включающие этого ребра; это показано на уровне 2 на рис. 7.39. Путь от корня к любой вершине дерева выделяет определенные ребра, которые должны или не должны быть включены в множество, представленное вершиной дерева. Например, левая вершина уровня 2 на рис. 7.39 представляет множество всех туров, содержащих ребро (3, 5) и не содержащих ребра (2, 1).
Вообще, если X — вершина дерева, а (i, j) — ребро ветвления, то обозначим вершины, непосредственно следующие за X, через Y и Y. Множество Y обозначает подмножество туров из X с ребром (i, j), а множество Y — подмножество X без (i, j).
Проведенное обсуждение должно дать читателю некоторое представление о том, что подразумевается под ветвлением. Перед тем как приступить к полному описанию алгоритма для задачи коммивояжера, поясним, что подразумевается под вычислением границ.
С каждой вершиной дерева мы связываем нижнюю границу стоимости любого тура из множества, представленного вершиной. Вычис​ление этих нижних границ — основной фактор, дающий экономию усилий в любом алгоритме типа ветвей и границ. Поэтому особое внимание следует уделить получению как можно более точных границ. Причина этого следующая. Предположим, что мы построили конкрет​ный полный тур со стоимостью т. Если нижняя граница, связанная с множеством туров, представленных вершиной vk, равна M>=m, то до конца процесса поиска оптимального тура не нужно рассматривать vk вершину vk и все следующие за ней.
Основной шаг при вычислении нижних границ известен как приведение. Оно основано на следующих двух соображениях:
1. В терминах матрицы стоимостей С каждый полный тур содержит только один элемент (ребро и соответствующую стоимость) из каждого столбца и каждой строки.  Заметим,  что обратное утверждение не всегда верно. Множество, содержащее один и только один элемент из каждой строки и из каждого столбца С, не обязательно представ​ляет тур. Например, в задаче, изображенной на рис. 7.38, множе​ство {(1, 5), (5, 1), (2, 3), (3, 4), (4, 2)} удовлетворяет этому условию, но не образует тура.

2. Если вычесть константу h из каждого элемента какой-то строки или столбца матрицы стоимостей С, то стоимость любого тура при новой матрице С' ровно на h меньше стоимости того же тура при матрице С. Поскольку любой тур должен содержать ребро из данной строки или данного столбца, стоимость всех туров уменьшается на h.
3. Это вычитание называется приведением строки (или столбца).

Пусть t — оптимальный тур  при матрице стоимостей С.  Тогда стоимостью тура t будет

[image: image136.wmf].
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Если С' получается из С-приведением строки (или столбца) то дол​жен остаться оптимальным туром при С' и
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где z'(t) — стоимость тура t при С'.
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Рис. 7.40. Приведение матрицы стоимостей, показанной на рис. 7.38, а

Под приведением всей матрицы стоимостей С понимается следую​щее. Последовательно проходим строки С и вычитаем значение наи​меньшего элемента hj каждой строки из каждого элемента этой строки. Потом то же самое делаем для каждого столбца. Если для некоторого столбца или строки hi = 0, то рассматриваемый столбец или строка уже приведены, и тогда переходим к следующему столбцу или строке. 
Положим

[image: image139.wmf]å

=

столбцы

и

строки

все

i

h

h


Полученную в результате матрицу стоимостей назовем приведенной из С. На рис. 7.40 показано приведение матрицы стоимостей, изобра​женной на рис. 7.38. а. Значения ht даны в конце каждой строки и столбца (строки и столбцы последовательно перенумерованы).
Общее приведение составляет h = 47 единиц. Следовательно, ниж​няя граница стоимости любого тура из R также равна 47. т. е.
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так как z'(t) (0  для любого тура t при приведенной матрице С'. Эта граница указана около корня дерева на рис. 7.39.
Рассмотрим нижние границы для вершин уровня 1, т. е. для множеств {3,5} и 
[image: image141.wmf]{3,5}

. Будем работать с приведенной матрицей, изоб​раженной на рис. 7.40, имея в виду, что значение 47 должно быть прибавлено к стоимости оптимального тура t при С' для того, чтобы получить истинную стоимость t при С.
По определению ребро (3, 5) содержится в каждом туре множе​ства {3, 5}. Этот факт препятствует выбору ребра (5, 3), так как ребра (3, 5) и (5, 3) образуют цикл, а это не допускается ни для какого тура.
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Рис. 7.41. (а) Приведенная матрица стоимостей после вычеркивания строки 3 и столбца 5 и установления с53=(; (б) приведение матрицы стоимостей, изображенной в части (а).
Ребро (5, 3) исключаем из рассмотрения, положив с53=(. Строку 3 и столбец 5 также можно исключить из дальнейшего рассмотрения по отношению к множеству {3, 5}, потому что уже есть ребро из 3 в 5. Часть приведенной матрицы стоимостей, показанной на рис. 7.40, которая будет хоть сколько-нибудь полезна для дальнейшего поиска на множестве туров {3, 5}, показана на рис. 7.41, а. Она может быть приведена к матрице стоимостей, показанной на рис. 7.41, б с h=15. Теперь нижняя граница для любого тура из множества {3, 5} равна 47+15=62; она указана около вершины {3, 5} на рис. 7.39.
Нижняя граница для множества 
[image: image143.wmf]{3,5}

 получается несколько иным способом. Ребро (3, 5) не может находиться в этом множестве, поэтому полагаем c35 =( в матрице, изображенной на рис. 7.40. В любой тур из 
[image: image144.wmf]{3,5}

 будет входить какое-то ребро из города 3 и какое-то ребро к городу 5. Самое дешевое ребро из города 3, исключая старое значение (3, 5), имеет стоимость 2, а самое дешевое ребро к городу 5 имеет стоимость 0. Следовательно, нижняя граница любого тура в множестве 
[image: image145.wmf]{3,5}

 равна 47+2+0=49; это указано около вершины 
[image: image146.wmf]{3,5}

 на рис. 7.39.
На данной стадии нам удалось сократить размер матрицы стоимостей, рассматриваемой в вершине {3, 5}. Кроме того, если мы сможем найти тур из множества 
[image: image147.wmf]{3,5}

 со стоимостью, меньшей или рав​ной 62, тогда не нужно проводить дальше ветвления и вычисления границ в вершине {3, 5}. В этом случае будем говорить, что вершина {3, 5} в дереве отработана. Тогда следующей целью может быть ветвление из вершины 
[image: image148.wmf]{3,5}

 в надежде найти тур со стоимостью в пределах  49≤с≤62.
В основных чертах блок-схема этого алгоритма ветвей и границ показана на рис. 7.42.  Вскоре мы дополним эту схему рядом важных деталей. Здесь используются следующие обозначения. Буква Х обозначает текущую вершину на дереве поиска, a w(X) — соответствую​щую нижнюю границу. Вершины, следующие непосредственно за X, назовем Y и 
[image: image149.wmf]Y

; они выбираются ветвлением по некоторому ребру (k, l). Символ z0 обозначает стоимость самого дешевого тура, извест​ного на данный момент. В начальный момент z0=∞. 
Теперь раскроем более детально содержание некоторых блоков этой схемы.
Блок 1. Установление начальных значении переменных, или ини​циализация, не представляет труда; детали оставлены в качестве упражнения.
Блок 2. Первое приведение — это непосредственная реализация описанной ранее процедуры; детали оставляем в качестве упражнения.
Блок 3. Выбор следующего ребра ветвления (k, l) определяет множества Y и 
[image: image150.wmf]Y

, непосредственно следующие за текущим X. Ребро (k, l) нужно выбирать так, чтобы погштаться получить большую по величине нижнюю границу на множестве 
[image: image151.wmf]Y

={k,l}, что облегчит проведение оценки для множества 
[image: image152.wmf]Y

. Обычно предпочтительнее про​вести оценку для 
[image: image153.wmf]Y

, так как размер этого множества и соответству​ющая ему матрица стоимостей обычно больше, чем у Y (из матрицы для Y вычеркнуты строка k и столбец l. Можно надеяться также, что Y с большей вероятностью содержит оптимальный тур.
Как применить эти идеи к выбору конкретного ребра ветвления (k, l)? В приведенной матрице стоимостей С', связанной с X, каждая, строка и столбец имеют хотя бы по одному нулевому элементу (если нет, то С' не полностью приведена). Можно предположить, что ребра, соответствующие этим нулевым стоимостям, будут с большей веро​ятностью входить в оптимальный тур, чем ребра с большими стои​мостями. Поэтому мы выберем одно из них. Но какое? Пусть ребро (i, j) имеет cij=0 в С'. Мы хотим, чтобы у 
[image: image154.wmf]Y

=
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Рис. 7.42. Блок-схема алгоритма ветвей и границ.
была как можно большая нижняя граница. Воспоминая метод вычисления нижней границы для 
[image: image157.wmf]{3,5}

 в нашем примере, мы видим, что для Y эта граница задается в виде
w(
[image: image158.wmf]Y

)=w(X) + (наименьшая стоимость в строке i, не включая сij )+ 
                      + (наименьшая стоимость в столбце j, не включая сij ).
Следовательно, из всех ребер (i, j) с cij=0 в текущей матрице С' мы выбираем то, которое дает наибольшее значение для w(
[image: image159.wmf]Y

). Пусть это будет ребро (k, l).
Поэтому более подробное описание выбора, представленного бло​ком 3, имеет следующий вид:
Шаг 1. Пусть S — множество ребер (i, j), таких, что cij=0  в те​кущей матрице стоимостей С.
Шаг 2. Положим Dij равным наименьшей стоимости в строке i, исключая cij, плюс наименьшая стоимость в столбце j, исключая cij. Вычисляем dij для всех (i, j)
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Шаг 3. Выбираем следующее ребро ветвления (k, l) из условия
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Рассмотрим опять задачу с пятью городами, изображенную на рис. 7.38. Из приведенной матрицы С видно, что первое значение X, корень R, имеет w(Х)=47. Применяя подалгоритм, описанный выше, находим наше первое ребро ветвления следующим образом:
Шаг 1. S = {(1, 2), (2, 1), (3, 5), (4, 5), (5, 3), (5, 4)} 

Шаг 2. 
D12=2+l = 3 

D21=12+3=15 

D35=2+0=2
         
D45=3+0=3



D53=0+12=12

                  D54=0+2=2

Шаг 3. Выбираем ребро (k, l)=(2, 1), так как D21 — это макси​мальный элемент множества {Dij }.
Блок 4. Определяем вершину 
[image: image162.wmf]Y

, следующую за X, точно так же,как мы делали раньше.
В рассматриваемом примере X = R и 
[image: image163.wmf]Y

={
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2,

), т. е. это множество всех туров, не содержащих ребро (2, 1). Вычисляем нижнюю границу w(
[image: image165.wmf]Y

) так же, как в блоке 3, т. е.

w(
[image: image166.wmf]Y

) = w(X) + 
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Блок 5. Вершине Y, следующей за X, соответствует подмножество туров из X, содержащих то ребро (k, l), которое выбрано в блоке 3. В рассматриваемом примере Y ={2, 1). При вычислении w(Y) необ​ходима известная осторожность. Подробный подалгоритм имеет следующий вид:
Шаг 1. Из С исключаем строку k и столбец l.
Шаг 2. Все туры множества, представленного вершиной У, содержат сколько-то (быть может, ни одного) из ранее выбранных ребер, помимо ребра (k, l). Ребро (k, l) будет или изолировано от этих других  ребер,   или будет частью пути,   включающего некоторые или все эти ребра. Пусть р и q — начальный и конечный города этого пути.  Возможно, что p=k и  (или) q=l.   Положим cqp=∞. Эта мера предохраняет от выбора ребра (q, p) в качестве последующего для Y, а тем самым предохраняет от формирования замкнутого цикла длины меньше N. Такие циклы, конечно, не разрешены при построении тура. Есть ли какие-то случаи, в которых мы не полагаем cqp=∞?

Шаг 3. Приводим рассматриваемую матрицу С. Пусть h будет равно сумме констант приведения.

Шаг 4. Вычисляем  w(Y)   по  формуле  w(Y)=w(X)+h.
Возвращаясь к примеру, вычеркиваем строку 2 и столбец 1 из матрицы С, показанной на рис. 7.40. Так как ребро (2, 1) — единственное выбранное ребро, полагаем р=2, q=1 и с12=∞. После этих шагов, соответствующих шагам 1 и 2 описанного выше подалгоритма, текущая матрица показана на рис. 7.43, а. После приведения полу​чаем матрицу, изображенную на рис. 7.43, б, с h=3 и w [(2, 1)] =w(Х)+h=47+3=50. Текущее состояние показано на уровнях 0 и 1 на рис. 7.44.
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Рис. 7.43. (а) Приведенная матрица стоимостей после вычеркивания строки 2 и столбца 1 и установления с12=∞; 
(б) приведение матрицы стоимостей, изображенной в части (а),
[image: image170.png]



Рис. 7.44. Дерево поиска, построенное для задачи, изображенной на рис. 7.38.
Блок 6. В конце концов мы должны прийти к множествам, содержа​щим так мало туров, что мы можем рассмотреть каждый из них и провести оценку для этой вершины без дальнейшего ветвления. Блок G проверяет, не пришли ли мы уже к таким множествам. Каждое ребро, про которое мы знаем, что оно содержится во всех турах из Y, сокра​щает размер С на одну строку и один столбец. Если в исходной задаче было N городов, а текущая матрица С имеет размер 2x2, то выбрано уже N—2 ребер каждого тура Y. Поэтому множество Y содержит самое большее два тура (почему?). Таким образом, блок 6 проверяет, является ли С матрицей размера 2x2. Заметим, что это, по существу, дает ответ на вопрос, поставленный в конце шага 2 при обсуждении блока 5.
Блоки 7 и 8. Блок 7 работает, только если С — матрица размеров 2x2. В этом блоке отыскивается самый дешевый тур в Y и его вес обозначается через w(Y). В блоке 8 проверяется, лучше ли данный тур, чем текущий лучший из известных туров. Если нет, то новый тур отбрасывается. Если да, то текущим лучшим туром становится новый тур, и мы полагаем z0 =w(Y).
Блок 9. Теперь нужно выбрать следующую вершину X, от которой проводить ветвление. Этот выбор довольно очевиден. Выбираем вер​шину, из которой в данный момент не выходят ветви и которая имеет наименьшую нижнюю границу. Следовательно, данный блок состоит из следующего подалгоритма:
Шаг 1. Ищем множество S конечных вершин текущего дерева поиска. 
Шаг 2. Пусть вершина X будет выбрана так, что
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В рассматриваемом примере:
Шаг 1.  S={{
[image: image172.wmf]1

,

2

}, {2,  1}}. 
Шаг 2.  w({
[image: image173.wmf]1

,

2

})=62, w({2,1})=50.       
Поэтому Х={2, 1}.


Блок 10. Блок 10 показывает, должны ли мы остановиться. Если текущая граница для нашего лучшего тура z0 меньше или равна w(X) — наименьшей из неисследованных нижних границ,— тогда никакая из вершин, следующих за X, не может содержать лучшего тура. Благодаря способу выбора X в блоке 9 лучший тур не может также содержаться ни в какой другой из не​оцененных конечных вершин. Теперь все дерево поиска оценено, и .мы останавливаемся.
Если w(Х)<z0, поиск должен быть продолжен. В нашем примере z0=∞, поэтому поиск не прекращается.
Блок 11. В этой части алгоритма получается откорректированная матрица стоимостей С для текущей вершины X. Процедура коррек​тировки следующая:
Шаг 1. Равно ли множество X множеству Y, последний раз образо​ванному в блоке 5? Если да, то текущая матрица С — это то, что нам нужно, и мы возвращаемся в блок 3. Именно это обычно случается на уровне 2 дерева поиска.
Шаг 2. Устанавливаем С ← исходная матрица стоимостей.
Шаг 3. Устанавливаем S ← (множество всех пар (i, j), которые должны быть ребрами в X).
Шаг 4. Вычисляем  
[image: image174.wmf].
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Шаг 5. Для каждой (i, j) 
[image: image175.wmf]Î

 S вычеркиваем строку i и столбец j в С. Для каждого пути, проходящего через (i, j), находим началь​ный и конечный города р и q и полагаем сqp=∞. У каждого ребра (k, l), запрещенного для туров в X, полагаем сkl=∞.
Шаг 6. Приводим матрицу С. Полагаем h равным сумме констант приведения.
Шаг 7. Вычисляем w(X)=g+h.
Шаг 5 вносит неудобство, так как он сводится к повторению того, что мы делали раньше. Очевидная альтернатива, осуществление кото​рой потребует большого объема памяти,— запоминать матрицы С' для каждой конечной вершины дерева. Как правило, это непрак​тично. В рассматриваемом примере мы просто выходим из подалгоритма на шаге 1.
Продолжим пример. Сейчас мы находимся в блоке 3, Х = {2, 1}, w(Х)=50, и дерево содержит только уровни 0 и 1 (рис. 7.44). Для определения множеств, следующих за X, нужно ребро (k, l). Подхо​дящая матрица С показана на рис. 7.43, б. Используя подалгоритм, описанный в блоке 3, имеем
Шаг 1. S={(1, 5), (3, 5), (4, 5), (5, 2), (5, 3), (5, 4)}
D15=l+0=l
D35=2+0=2
D45=18+0=18
D52=13+0=13
D53=13+0=13
D54=0+l = l
Шаг 3. 
[image: image176.wmf]*
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=D45=18 (в случае нескольких равных выбираем про​извольно). Таким образом, (k,l)=(4, 5).
Теперь устанавливаем Y, используя блок 4:
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Далее рассматриваем вершину Y=(4, 5). Во-первых, вычеркиваем : из С строку 4 и столбец 5. Так как ребро (4, 5) не пересекается с ребром (2, 1), р=4 и q=5. Полагаем с54=∞ и приводим С. Находим, что h=3 и w (Y)=50+h=53. Приведенная матрица С показана на рис. 7.45, а. Заметим, что нижние границы не уменьшаются при прохождении в глубь дерева. 

Теперь мы находимся в блоке 6. Является ли текущая матрица С матрицей 2x2? Так как С - матрица 3x3, переходим в блок 9. Подалгоритм блока 9 выполняется следующим образом:
Шаг 1.  S={{
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Шаг 2. w=({
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             w({4,5})=53

Следовательно, Х={4, 5).
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Рис. 7.45. Дополнительные приведенные матрицы стоимостей для задачи, 
         сформулированной на рис. 7.38.

В блоке 10 z0=(, поэтому идем дальше. В блоке 11 нам повезло, и мы выходим на шаге 1. Опять переходим в блок 3 с Х={4, 5}, w(X) =53, и матрица С представлена на рис. 7.45, а.
Еще один раз, и цель может быть достигнута! Подалгоритм блока 3 дает следующее:
Шаг 1. S = {(1, 4), (3, 4), (5, 2), (5, 3)}; 
Шаг 2. D14=12+0=12 
 
  D34=11+0=11
  D52=11+0=11
             D53=12+0=12


Шаг 3. 
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=D14 = D53=l2.   Мы произвольно выбираем (k, l)=(1, 4).
Теперь 
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Поскольку Y={1, 4}, из С вычеркиваем строку 1 и столбец 4. Ребро (1, 4) вместе с ребрами (2, 1) и (4, 5) образует путь. Поэтому р=2 и q=5. Полагаем c52=( и приводим текущую матрицу С. На​ходим, что h=11 и w(Y) = 53+h = 64. На рис. 7.44, б показана при​веденная матрица С.
Теперь мы находимся в блоке 6 с матрицей С размеров 2x2. Блок вырабатывает тур со следующим порядком городов:
321453

и стоимостью z=64 (проверьте это). В блоке 8 полагаем z0=64; теперь это текущий лучший тур. Нам не надо рассматривать вершины, следу​ющие за вершинами {
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} и {
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}, так как их нижние границы боль​ше чем 64. Однако в блоке 10 мы видим, что у конечной вершины {2, 1} нижняя граница равна 62<64. Следовательно, возможно, что тур из этого подмножества может быть несколько лучше, чем тот, который мы получили. Таким образом, надо еще кое-что сделать.
Мы находим, что Х={
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), w(Х)=62, а матрица С, откорректи​рованная с помощью подалгоритма блока 11, имеет вид, как на рис. 7.45, б. Затем в блоке 3 выбирается ребро (4, 1) с 
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 = 12 в качестве следующего ребра ветвления. В блоках 4 и 5 вычисляются w({
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}) = 62+12 = 74 и w({4, 1})=62. Необходима еще одна итерация. 
Существуют различные эвристические приемы, которые могут ускорить этот основной алгоритм ветвей и границ. 
9. Недетерминированные алгоритмы

9.1. NP задачи

Все алгоритмы, рассматривавшиеся нами ранее, имели поли​номиальную сложность. Главное, то, что мы могли найти точное решение этих задач за разум​ный промежуток времени. Все эти задачи относятся к классу Р — клас​су задач полиномиальной сложности. Такие задачи называются также практически разрешимыми.
Есть и другой класс задач: они практически неразрешимы и мы не знаем алгоритмов, способных решить их за разумное время. Эти задачи образуют класс NP — недетерминированной полиномиальной сложности. Отме​тим только, что сложность всех известных детерминированных алго​ритмов, решающих эти задачи, либо экспоненциальна, либо факториальна. Сложность некоторых из них равна 2N, где N — количество входных данных. В этом случае при добавлении к списку входных дан​ных одного элемента время работы алгоритма удваивается. Если для решения такой задачи на входе из десяти элементов алгоритму тре​бовалось 1024 операции, то на входе из 11 элементов число операций составит уже 2048. Это значительное возрастание времени при неболь​шом удлинении входа.
Словосочетание «недетерминированные полиномиальные», характе​ризующее задачи из класса NP, объясняется следующим двухшаговым подходом к их решению. На первом шаге имеется недетерминирован​ный алгоритм, генерирующий возможное решение такой задачи — что-то вроде попытки угадать решение; иногда такая попытка оказывается успешной, и мы получаем оптимальный или близкий к оптимальному ответ, иногда безуспешной (ответ далек от оптимального). На вто​ром шаге проверяется, действительно ли ответ, полученный на первом шаге, является решением исходной задачи. Каждый из этих шагов по отдельности требует полиномиального времени. Проблема, однако, в том, что мы не знаем, сколько раз нам придется повторить оба эти шага, чтобы получить искомое решение. Хотя оба шага и полиноми​альны, число обращений к ним может оказаться экспоненциальным или факториальным.
К классу NP относится задача о коммивояжере. Нам задан набор го​родов и «стоимость» путешествия между любыми двумя из них. Нужно определить такой порядок, в котором следует посетить все города (по одному разу) и вернуться в исходный город, чтобы общая стоимость путешествия оказалась минимальной. Эту задачу можно применять, например, для определения порядка эффективного сбора мусора из ба​ков на улицах города или выбора кратчайшего пути распространения информации по всем узлам компьютерной сети. Восемь городов можно упорядочить 40 320 возможными способами, а для десяти городов это число возрастает уже до 3 628 800. Поиск кратчайшего пути требует перебора всех этих возможностей. Предположим, что у нас есть алго​ритм, способный подсчитать стоимость путешествия через 15 городов в указанном порядке. Если за секунду такой алгоритм способен про​пустить через себя 100 вариантов, то ему потребуется больше четырех веков, чтобы исследовать все возможности и найти кратчайший путь. Даже если в нашем распоряжении имеется 400 компьютеров, все равно у них уйдет на это год, а ведь мы имеем дело лишь с 15 городами. Для 20 городов миллиард компьютеров должен будет работать параллельно в течение девяти месяцев, чтобы найти кратчайший путь. Ясно, что быстрее и дешевле путешествовать хоть как-нибудь, чем ждать, пока компьютеры выдадут оптимальное решение.
Можно ли найти кратчайший путь, не просматривая их все? До сих пор никому не удалось придумать алгоритм, который не занимается, по существу, просмотром всех путей. Когда число городов невелико, задача решается быстро, однако это не означает, что так будет всегда, а нас как раз интересует решение общей задачи.
Задача о коммивояжере, конечно, очень похожа на задачи про гра​фы, которыми мы занимались в главе 5. Каждый город можно предста​вить вершиной графа, наличие пути между двумя городами — ребром, а стоимость путешествия между ними — весом этого ребра. Отсюда можно сделать вывод, что алгоритм поиска кратчайшего пути решает и задачу коммивояжера, однако это не так. Какие два условия задачи о коммивояжере отличают ее от задачи о кратчайшем пути? 
Во-первых, мы должны посетить все города, а алгоритм поиска крат​чайшего пути дает лишь путь между двумя заданными городами. Если собрать путь из кратчайших кусков, выдаваемых алгоритмом поиска кратчайших путей, то он будет проходить через некоторые города по нескольку раз. 
Второе отличие состоит в требовании возвращения в исходную точку, которое отсутствует в поиске кратчайшего пути.
Чтобы показать, что эта за​дача относится к классу NP, нам необходимо понять, как ее можно ре​шить посредством описанной выше двухшаговой процедуры. В задаче о коммивояжере на первом шаге случайным образом генерируется неко​торое упорядочивание городов. Поскольку это недетерминированный процесс, каждый раз будет получаться новый порядок. Очевидно, что процесс генерации можно реализовать за полиномиальное время: мы можем хранить список городов, генерировать случайный номер, выби​рать из списка город с этим именем и удалять его из списка, чтобы он не появился второй раз. Такая процедура выполняется за O(N) опе​раций, где N — число городов. На втором шаге происходит подсчет стоимости путешествия по городам в указанном порядке. Для этого нам нужно просто просуммировать стоимости путешествия между по​следовательными парами городов в списке, что также требует O(N) операций. Оба шага полиномиальны, поэтому задача о коммивояжере лежит в классе NP. Времяемкой делает ее именно необходимое число итераций этой процедуры.
Здесь следует отметить, что такую двухшаговую процедуру можно было применить к любой из рассматривавшихся нами ранее задач. На​пример, сортировку списка можно выполнять, генерируя произвольный порядок элементов исходного списка и проверяя, не является ли этот порядок возрастающим. Не относит ли это рассуждение задачу сор​тировки к классу NP? Конечно, относит. Разница между классом Р и классом NP в том, что в первом случае у нас имеется детерминирован​ный алгоритм, решающий задачу за полиномиальное время, а во втором мы такого алгоритма не знаем. 
Итак, задача принадлежит классу NP, если она разрешима за полино​миальное время недетерминированным алгоритмом. Как упоминалось, процесс сортировки можно реализовать следующим образом:
1) вывести элементы списка в случайном порядке;
2) проверить, что s < s+i для всех i от 1 до N — 1.
Это недетерминированный двухэтапный процесс. Первый этап не требует сравнений, и его можно выполнить за N шагов — по одному ша​гу на выходной элемент списка. Второй этап также полиномиален: для его выполнения необходимо сделать N - 1 сравнений. Такая процедура подходит под наше определение класса NP, и можно прийти к выводу, что задача сортировки принадлежит как классу Р, так и классу NP. То же самое можно проделать с любым полиномиальным алгоритмом, поэтому все задачи класса Р лежат и в классе NP, т.е. Р является под​множеством в NP. Однако в классе NP есть задачи, для которых мы не знаем полиномиального детерминированного алгоритма их решения.
Сутью этого различия является большое число вариантов, которые необходимо исследовать в NP задачах. Однако это число лишь незначи​тельно превышает число комбинаций входных значений. У нас может быть список из 30 различных элементов или городов, и только один из 30! возможных порядков в этом списке является возрастающим или задает кратчайший путь. Разница же в том, что упорядочить список можно и полиномиальным алгоритмом — некоторым из них для этого понадобится всего 150 сравнений. В алгоритме пузырьковой сортиров​ки при первом проходе по списку по крайней мере наибольший элемент встанет на свое место, отбросив тем самым всего за 29 сравнений по крайней мере 1/30 всех возможных комбинаций. На втором проходе 28 сравнений отбрасывают 1/29 часть оставшихся возможностей. При бо​лее внимательном взгляде видно, что число отброшенных возможностей может быть и большим: результатом каждого прохода может быть не только помещение на место наибольшего элемента списка, но и пере​упорядочивание других элементов.
Но наилучший известный нам способ поиска кратчайшего пути со​стоит в переборе всех возможных вариантов путей и сравнении их длин. У нас нет алгоритма, позволяющего успешно отбросить значительное количество вариантов. Вот нам и приходится просматривать их все. Даже при просмотре 1 000 000 000 из 30! путей в секунду нам понадоби​лось бы более 840 миллиардов веков для проверки всех путей. 
Мы обсудим способы получения ответов, близких к оптимальному. При этом мы не можем оценить, насколько близок оптимальному получен​ный ответ, поскольку оптимальное значение нам неизвестно. Вместо этого мы можем продолжать исполнять алгоритм поиска приближенно​го решения: всякое новое решение будет лучше предыдущего. Может быть так мы доберемся и до оптимального решения, но гарантии этого отсутствуют.
Значит задача попадает в класс NP, если для ее решения необходимо рассмотреть огромное количество возможностей и у нас нет эффектив​ного детерминированного алгоритма просеивания этих возможностей в поисках оптимального ответа.
Пример с задачей сортировки, которая решается как полиномиальным детерминирован​ным, так и полиномиальным недетерминированным алгоритмом, под​тверждает, что класс Р является подклассом в NP. Обсуждение разли​чия между сортировкой и задачей коммивояжера должно, казалось бы, убедить Вас в том, что нам известны задачи из класса NP, не входящие в класс Р. Однако это не так. Нам известно только то, что пока не уда​лось найти детерминированного полиномиального алгоритма для всех задач из класса NP. Это не означает, что такого алгоритма не суще​ствует, и исследователи по-прежнему бьются над проблемой совпадения классов. Многие верят, что полиномиальные алгоритмы решения NP-полных задач не существуют, но как можно доказать, что не существу​ет полиномиального алгоритма решения той или иной задачи? Лучше всего исследовать эту задачу и попробовать оценить снизу минималь​ный объем работы, необходимый для ее решения. Здесь, однако, мы и наталкиваемся на проблему получения нижней оценки, превышающей любой многочлен. Вопрос, выполняется ли равенство P=NP, до сих пор остается предметом исследования по всему миру.
9.2. Сведение задачи к другой задаче

Один из способов решения задач состоит в том, чтобы свести, или редуцировать, одну задачу к другой. Тогда алгоритм решения второй задачи можно преобразовать таким образом, чтобы он решал первую. Если преобразование выполняется за полиномиальное время и вторая задача решается за полиномиальное время, то и наша новая задача так​же решается за полиномиальное время.
Поясним наше рассуждение примером. Пусть первая задача состоит в том, чтобы вернуть значение «да» в случае, если одна из данных булевских переменных имеет значение «истина», и вернуть «нет» в противоположном случае. Вторая задача заключается в том, чтобы найти максимальное значение в списке целых чисел. Каждая из них допускает простое ясное решение, но предположим на минуту, что мы знаем решение задачи о поиске максимума, а задачу про булевские переменные решать не умеем. Мы хотим свести задачу о булевских переменных к задаче о максиму​ме целых чисел. Напишем алгоритм преобразования набора значений булевских переменных в список целых чисел, который значению «ложь» сопоставляет число 0, а значению «истина»— число 1. Затем восполь​зуемся алгоритмом поиска максимального элемента в списке. По тому, как составлялся список, заключаем, что этот максимальный элемент может быть либо нулем, либо единицей. Такой ответ можно преобра​зовать в ответ в задаче о булевских переменных, возвращая «да», если максимальное значение равно 1, и «нет», если оно равно 0.
В следующем разделе мы воспользуемся техникой сведения, чтобы кое-что узнать о NP задачах. Однако редукция NP задач может ока​заться гораздо более сложной.
9.3. NP-полные задачи

При обсуждении класса NP следует иметь в виду, что наше мнение, согласно которому их решение требует большого времени, основано на том, что мы просто не нашли эффективных алгоритмов их решения. Может быть, посмотрев на задачу коммивояжера с другой точки зре​ния, мы смогли бы разработать полиномиальный алгоритм ее решения. Термин NP-noлная относится к самым сложным задачам в клас​се NP. Эти задачи выделены тем, что если нам все-таки удастся найти полиномиальный алгоритм решения какой-либо из них, то это будет означать, что все задачи класса NP допускают полиномиальные алго​ритмы решения.
Мы показываем, что задача является NP-полной, указывая способ сведения к ней всех остальных задач класса NP. На практике эта де​ятельность выглядит не столь уж устрашающе — нет необходимости осуществлять редукцию для каждой NP задачи. Вместо этого для того, чтобы доказать NP-полноту некоторой NP задачи А, достаточно све​сти к ней какую-нибудь NP-полную задачу В. Редуцировав задачу В к задаче А, мы показываем, что и любая NP задача может быть сведена к А за два шага, первый из которых — ее редукция к В.
В предыдущем разделе мы выполняли редукцию полиномиального алгоритма. Посмотрим теперь на редукцию алгоритма, решающего NP задачу. Нам понадобится процедура, которая преобразует все со​ставные части задачи в эквивалентные составные части другой задачи. Такое преобразование должно сохранять информацию: всякий раз, ко​гда решение первой задачи дает положительный ответ, такой же ответ должен быть и во второй задаче, и наоборот.
Гамильтоновым путем в графе называется путь, проходящий через каждую вершину в точности один раз. Если при этом путь возвраща​ется в исходную вершину, то он называется гамильтоновым циклом. Граф, в котором есть гамильтонов путь или цикл, не обязательно явля​ется полным. Задача о поиске гамильтонова цикла следующим образом сводится к задаче о коммивояжере, Каждая вершина графа — это го​род. Стоимость пути вдоль каждого ребра графа положим равной 1. Стоимость пути между двумя городами, не соединенными ребром, по​ложим равной 2. А теперь решим соответствующую задачу о комми​вояжере. Если в графе есть гамильтонов цикл, то алгоритм решения задачи о коммивояжере найдет циклический путь, состоящий из ребер веса 1. Если же гамильтонова цикла нет, то в найденном пути будет по крайней мере одно ребро веса 2. Если в графе N вершин, то в нем есть гамильтонов цикл, если длина найденного пути равна N, и такого цикла нет, если длина найденного пути больше N.
В книге Гэри и Джонсона, опубликованной в 1979 году, приведены сотни задач, NP-полнота которых доказана.
9.4. Типичные NP задачи

Каждая из задач, которые мы будем обсуждать, является либо опти​мизационной, либо задачей о принятии решения. Целью оптимизацион​ной задачи обычно является конкретный результат, представляющий собой минимальное или максимальное значение. В задаче о принятии решения обычно задается некоторое пограничное значение, и нас ин​тересует, существует ли решение, большее (в задачах максимизации) или меньшее (в задачах минимизации) указанной границы. Ответом в задачах оптимизации служит полученный конкретный результат, а в задачах о принятии решений — «да» или «нет».
В 8.1 мы занимались оптимизационным вариантом задачи о комми​вояжере. Это задача минимизации, и нас интересовал путь минималь​ной стоимости. В варианте принятия решения мы могли бы спросить, существует ли путь коммивояжера со стоимостью, меньшей заданной константы С. Ясно, что ответ в задаче о принятии решения зависит от выбранной границы. Если эта граница очень велика (например, она превышает суммарную стоимость всех дорог), то ответ «да» получить несложно. Если эта граница чересчур мала (например, она меньше сто​имости дороги между любыми двумя городами), то ответ «нет» также дается легко. В остальных промежуточных случаях время поиска от​вета очень велико и сравнимо со временем решения оптимизационной задачи. Поэтому мы будем говорить вперемешку о задачах оптимиза​ции и принятия решений, используя ту из них, которая точнее отвечает нашим текущим целям.

9.4.1. Раскраска графа
Как мы уже говорили в главе 5, граф G = (V,E) представляет собой набор вершин, или узлов, V и набор ребер Е, соединяющих вершины по​парно. Здесь мы будем заниматься только неориентированными графа​ми. Вершины графа можно раскрасить в разные цвета, которые обычно обозначаются целыми числами. Нас интересуют такие раскраски, в ко​торых концы каждого ребра окрашены разными цветами. Очевидно, что в графе с N вершинами можно покрасить вершины в N различных цветов, но можно ли обойтись меньшим количеством цветов? В задаче оптимизации нас интересует минимальное число цветов, необходимых для раскраски вершин графа. В задаче принятия решения нас интере​сует, можно ли раскрасить вершины в С или менее цветов.
У задачи о раскраске графа есть практические приложения. Если каждая вершина графа обозначает читаемый в колледже курс, и вер​шины соединяются ребром, если есть студент, слушающий оба курса, то получается весьма сложный граф. Если предположить, что каждый студент слушает 5 курсов, то на студента приходится 10 ребер. Пред​положим, что на 3500 студентов приходится 500 курсов. Тогда у полу​чившегося графа будет 500 вершин и 35 000 ребер. Если на экзамены отведено 20 дней, то это означает, что вершины графа нужно раскра​сить в 20 цветов, чтобы ни у одного студента не приходилось по два экзамена в день.
Разработка бесконфликтного расписания экзаменов эквивалентна раскраске графов. Однако задача раскраски графов принадлежит к классу NP, поэтому разработка бесконфликтного расписания за разум​ное время невозможна. Кроме того при планировании экзаменов обыч​но требуется, чтобы у студента было не больше двух экзаменов в день, а экзамены по различным частям курсам назначаются в один день. Оче​видно, что разработка «совершенного» плана экзаменов невозможна, и поэтому необходима другая техника для получения по крайней мере неплохих планов. 
9.4.2. Раскладка по ящикам
Пусть у нас есть несколько ящиков единичной емкости и набор объ​ектов различных размеров s1, s2,…, sn- В задаче оптимизации нас ин​тересует наименьшее количество ящиков, необходимое для раскладки всех объектов, а в задаче принятия решения — можно ли упаковать все объекты в В или менее ящиков.
Эта задача возникает при записи информации на диске или во фрагментированной памяти компьютера, при эффективном распределении груза на кораблях, при вырезании кусков из стандартных порций мате​риала по заказам клиентов. Если, например, у нас есть большие метал​лические листы и список заказов на меньшие листы, то естественно мы хотим распределить заказы как можно плотнее, уменьшив тем самым потери и увеличив доход.
9.4.3. Упаковка рюкзака
У нас имеется набор объектов объемом s1,..., sn стоимости w1,..., wn, В задаче оптимизации мы хотим упаковать рюкзак объемом К так, чтобы его стоимость была максимальной. В задаче принятия решения нас интересует, можно ли добиться, чтобы суммарная стоимость упа​кованных объектов была по меньшей мере W.
Эта задача возникает при выборе стратегии вложения денег: объ​емом здесь является объем различных вложений, стоимостью — предполагаемая величина дохода, а объем рюкзака определяется размером планируемых капиталовложений.
9.4.4. Задача планирования работ
Пусть у нас есть набор работ, и мы знаем время, необходимое для завершения каждой из них, t1, t2,..., tN, сроки d1,d2,... , dN, к кото​рым эти работы должны быть обязательно завершены, а также штрафы P1, P2 ,…,Pn которые будут наложены при незавершении каждой рабо​ты в установленные сроки. Задача оптимизации требует установить порядок работ, минимизирующий накладываемые штрафы. В задаче принятия решений мы спрашиваем, есть ли порядок работ, при кото​ром величина штрафа будет не больше Р.
9.5. Двухшаговое решение NP-задач
Описание класса NP предполагает, что у задач этого класса есть решение с недетерминированным первым шагом, на котором генериру​ется возможный ответ, и детерминированным вторым шагом, который сгенерированный ответ проверяет. Оба эти шага выполняются за по​линомиальное время. Мы займемся алгоритмами, проверяющими полученный ответ в задачах о планировании работ и о раскрашивании графа.
9.5.1. Задача о планировании работ
Напомним, что в задаче о планировании работ задан набор работ, которые необходимо выполнить. Для каждой работы известно, сколь​ко времени необходимо на ее выполнение, срок, к которому ее следует завершить, и штраф, накладываемый в случае ее незавершения к назна​ченному сроку. Работы выполняются последовательно, а сроки оконча​ния отсчитываются с момента начала первой работы. Для каждой ра​боты нам известна четверка (n, t, d, p), где n — номер работы, t — зани​маемое ею время, d — срок окончания, р — штраф. Вот пример списка из пяти работ: {(1,3,5,2), (2,5, 7,4), (3,1, 5, 3), (4,6,9,1), (5,2,7,4)}.
В задаче принятия решения задается некоторое значение Р, и мы хотим узнать, существует ли такой порядок работ, при котором сум​марный штраф не превысит Р. В задаче оптимизации нас интересует минимальное значение суммарного штрафа. Мы займемся задачей при​нятия решений: если несколько раз вызвать алгоритм решения этой за​дачи с возрастающей границей Р, пока мы не получим утвердительный ответ, то мы решим заодно и задачу оптимизации. Другими словами, мы спрашиваем, существует ли порядок работ с штрафом 0. Если та​кого порядка нет, то мы переходим к штрафу 1, и будем увеличивать размер штрафа до тех пор, пока не получим утвердительного ответа. Следующий алгоритм сравнивает с порогом возможное решение задачи планирования работ.
PenaltyLess(list,N,limit)
list упорядоченный список работ
N    общее число работ
limit предельная величина штрафа
currentTime=0
currentPenalty=0
currentJob=l
while (currentJob<=N) and (currentPenalty<=limit)
currentTime += list[currentJob].time; 
if(list[currentJob].deadline<currentTime) 
// срок окончания работы
currentPenalty + = list[currentJob].penalty; 

end if;
currentJob=curreatJob+1; 
end while;
if currentPenalty <= limit 
return да 
else
return нет 
end if;
end.
Принадлежность задачи классу NP требует про​верки предложенного решение за полиномиальное время. Видно, что описанный алгоритм действительно подсчитывает суммарный штраф. Анализ временной сложности показывает, что цикл while совершает не более N проходов; максимум достигается, если значение переменной currentPenalty не превышает предельное. Учет всех операций позво​ляет заключить, что общее число сравнений равно 3N + 1, а число сло​жений равно 3N. Это означает, что сложность алгоритма равна O(N), и значит он полиномиален и удовлетворяет определению класса NP.
9.5.2. Раскраска графа
В задаче о раскраске графа требуется найти способ раскраски вер​шин графа в несколько цветов (занумерованных целыми числами) та​ким образом, чтобы любые две соседние вершины были покрашены в различные цвета. Принятие решения заключается в том, чтобы уста​новить, можно ли покрасить вершины в С или меньше цветов с соблю​дением указанного требования, а оптимизация — в том, чтобы найти минимально необходимое число цветов.
На недетерминированном этапе генерируется возможное решение, представляющее собой список вершин и приписанных к ним цветов. Именно на этом этапе решается, сколько будет использовано цветов, поэтому этап проверки не несет ответственности за выбранное число цветов. При выборе решения недетерминированный этап попробует обойтись С цветами. В задаче оптимизации он может начать с большо​го числа цветов, последовательно уменьшая их количество, пока требу​емая раскраска еще возможна. Обнаружив, что граф нельзя раскрасить в X цветов, мы заключим, что раскраска в X + 1 цвет является мини​мально возможной.
Нижеследующий алгоритм проверяет, является ли сгенерированная раскраска допустимой. Раскрашиваемый граф представлен в виде спис​ка примыканий, элемент graph [j] этого списка описывает j-ую вершину графа, поле graph [j].edgeCount этого элемента — число выходящих из нее ребер, а поле graph[j] .edge является массивом, в котором хра​нятся вершины, соседние с вершиной j.
bool ValidColoring(graph,N,colors)
graph, список примыканий
N     число вершин в графе
colors массив, сопоставляющий каждой вершине ее цвет
for j=l to N 
//для каждой вершины графа
for k=l to graph[j].edgeCount   // проверка на несовпадение с цветом 
if  (colors[j] == colors[graph[j].edge[k]])  //смежной вершины
return нет 
end if ;
end for ; 

end for ;
return да
end.
Видно, что этот алгоритм правильно проверяет допустимость рас​краски. Он проходит по всем вершинам, и если вершина непосредствен​но связана с другой того же цвета, то алгоритм останавливается и возвращает отрицательный ответ. Если же все пары соседних вершин окрашены различными цветами, то ответ утвердительный. Что каса​ется временной сложности этого алгоритма, то внешний цикл for осу​ществляет TV проходов. Во внутреннем цикле просматривается каждое ребро, выходящее из данной вершины. Поэтому общее число сравнений будет равно числу ребер, т.е. сложность алгоритма равна O(edges) — очевидно полиномиальная оценка, поскольку число ребер в графе не превосходит N2. Поэтому наши требования оказываются выполненными.
9.6. Приложение задач класса NP

Задачи из класса NP имеют большое число приложений, поэтому их решение представляет значительный интерес. Поскольку полиномиальные алгоритмы решения этих задач неизвест​ны, следует рассмотреть альтернативные возможности, дающие лишь достаточно хорошие ответы. Такой алгоритм может иногда дать и оптимальный ответ, однако такую счастливую случайность нельзя пре​дусмотреть. Мы изучим некоторое количество приближенных алгорит​мов решения этих задач.
9.6.1.  Жадные приближенные алгоритмы
Изу​чим несколько жадных алгоритмов, приближенно решающих задачи из класса NP.
Как уже обсуждалось, найти точное решение задачи из класса NP трудно, потому что число требующих проверки возможных комбинаций входных значений чрезвычайно велико. Для каждого набора вход​ных значений I мы можем создать множество возможных решений PSI. Оптимальное решение это такое решение Soptimal (PSI, что Value(Soptimal) ( Value(S’) для всех S' (PSI, если мы имеем дело с задачей минимизации, и Value(Soptimal) ( Value(S') для всех S'(PSI, если мы имеем дело с задачей максимизации.
Решения, предлагаемые приближенными алгоритмами для задач клас​са NP, не будут оптимальными, поскольку алгоритмы просматривают только часть множества PSI, зачастую очень маленькую. Качество при​ближенного алгоритма можно определить, сравнив полученное решение с оптимальным. Иногда оптимальное значение — например, минималь​ную длину пути коммивояжера — можно узнать, и не зная оптималь​ного решения — самого пути. Качество приближенного алгоритма при этом дается дробью
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Иногда будет играть роль, рассматриваем ли мы случаи с фикси​рованным числом входных значений или случаи с общим оптимальным решением. Другими словами, хотим ли мы понять, насколько хорош приближенный алгоритм на входных списках длины 10 или на входных списках различной длины с оптимальным значением 50? Эти две точки зрения могут привести к различным результатам.
Приводимые алгоритмы являются не единственно возможными, скорее они при​званы продемонстрировать многообразие различных подходов. Все эти приближенные алгоритмы полиномиальны по времени.
9.6.2. Приближения в задаче о коммивояжере
Для решения многих задач (в том числе и из класса Р) пригодны так называемые жадные алгоритмы. Эти алгоритмы пытаются сделать наилучший выбор на основе доступной информации. Напомним, что алгоритмы построения минимального остовного дерева и кратчайшего пути являются примерами жадных алгоритмов.
Сначала кажется, что для решения задачи о коммивояжере можно просто воспользоваться алгоритмом поиска кратчайшего пути, однако ситуация не так проста. Алгоритм Дейкстры предназначен для поиска кратчайшего пути между двумя вершинами, но найденный путь не обя​зательно проходит через все вершины графа. Однако можно воспользо​ваться этим общим подходом для построения жадного приближенного алгоритма. Стоимость проезда между городами можно задать матри​цей примыканий; пример такой матрицы приведен на рис. 8.1.
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Рис. 8.1.   Матрица примыканий для полного взвешенного графа
Эта матрица верхняя треугольная, поскольку стоимость проезда между города​ми i и j одинакова в обоих направлениях. Еели бы мы выписали все стоимости, то нижний треугольник матрицы попросту совпал бы с верхним. Использование верхнетреугольной матрицы позволяет упростить трассировку алгоритма.
Наш алгоритм будет перебирать набор ребер в порядке возрастания всех весов. Он не будет формировать путь; вместо этого он будет про​верять, что добавляемые к пути ребра удовлетворяют двум условиям:
1) При добавлении ребра не образуется цикл, если это не завершаю​щее ребро в пути.
2) Добавленное ребро не является третьим, выходящим из какой-либо одной вершины.
В примере с рис. 8.1 мы выберем первым ребро (3,5), поскольку у него наименьший вес. Следующим выбранным ребром будет (5,6). За​тем алгоритм рассмотрит ребро (3,6), однако оно будет отвергнуто, поскольку вместе с двумя уже выбранными ребрами образует цикл [3, 5, 6, 3], не проходящий через все вершины. Следующие два ребра (4,7) и (2,7) будут добавлены к циклу. Затем будет рассмотрено ребро (1,5), но оно будет отвергнуто, поскольку это третье ребро, выходящее из вершины 5. Затем будут добавлены ребра (1,6) и (1,4). Последним до​бавленным ребром будет (2,3). В результате мы получим циклический путь [1, 4, 7, 2, 3, 5, 6, 1], полная длина которого 53, Это неплохое приближение, однако заведомо не оптимальное решение: есть по край​ней мере один более короткий путь, [1, 4, 7, 2, 5, 3, 6, 1], полная длина которого 41.

9.6.3. Приближения в задаче о раскладке по ящикам
Один из подходов к получению приближенного решения задачи о рас​кладке по ящикам предлагает упаковывать первый подходящий пред​мет. Стратегия состоит в том, что ящики просматриваются поочеред​но пока не найдется ящик, в котором достаточно свободного места для упаковки очередного предмета. Как, например, будет происходить упа​ковка предметов размером (0.5, 0.7, 0.3, 0.9, 0.6, 0.8, 0.1, 0.4, 0.2, 0.5)? Видно, что в первый ящик попадут предметы размером [0.5, 0.3, 0.1], во второй — предметы размером [0.7, 0.2], в третий — предмет раз​мером [0.9], в четвертый — предметы размером [0.6, 0.4], в пятый — [0.8], и, наконец, в шестой — предмет размером [0.5]. Эта упаковка не оптимальна, потому что возможна упаковка в пять ящиков: [0.9, 0.1], [0.8, 0.2], [0.7, 0.3], [0.6, 0.4] и [0.5,0.5]. Вот алгоритм укладки в первый подходящий ящик.
FirstFit(size,N, Used)
size список размеров предметов
N   число предметов
Used положения разложенных предметов
for i=l to N 
Used[i]=0 ;
end for; 

for item=l to N 
binLoc=l;
while Used [binLoc]+size[item]>1   //ищет место в ящике для 

binLoc=binLoc+l;

// очередного предмета
end while;
Used [binLoc] +=size[item] ;
end for;
end.
В другом варианте этого алгоритма список предметов сначала сор​тируется по убыванию размера, а затем они раскладываются поочеред​но в первый подходящий ящик. Читатель без труда проверит, что в рассмотренном примере модифицированный алгоритм приведет к опти​мальному решению. Однако модифицированный алгоритм не всегда приводит к лучшим результатам, чем обычный. Рассмотрим набор предметов размеров (0.2, 0.6, 0.5, 0.2, 0.8, 0.3, 0.2, 0.2). Обычная рас​кладка в первый подходящий ящик приводит к оптимальной раскладке в три ящика. Начав с сортировки списка, мы получим список (0.8, 0.6, 0.5, 0.3, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2). Раскладка в первый подходящий ящик отсор​тированного списка приведет к раскладке по ящикам [0.8, 0,2], [0.6, 0.3], [0.5, 0.2, 0.2] и [0.2], использующей на один ящик больше оптимального решения.
Анализ показывает, что стратегия укладки в первый подходящий ящик по отсортированному списку приводит к числу ящиков, превыша​ющему оптимальное в среднем на 50%. Это означает, что если, скажем, для оптимальной укладки достаточно 10 ящиков, то результат алгорит​ма будет около 15. Если список предварительно не отсортирован, то до​полнительные расходы составят в среднем 70%, т.е. при оптимальном числе ящиков 10 алгоритм сгенерирует укладку в 17 ящиков.
9.6.4. Приближения в задаче об упаковке рюкзака
Приближенный алгоритм упаковки рюкзака представляет собой простой жадный алгоритм, выбирающий наилучшее отношение стоимости к раз​меру. Сначала мы сортируем список объектов по отношению стоимости к размеру. Каждый объект представляется в виде пары [размер, сто​имость]. Для списка объектов ([25, 50], [20, 80], [20, 50], [15, 45], [30, 105], [35, 35], [20, 10], [10, 45]) удельные стоимости имеют значения (2, 4, 2.5, 3, 3.5, 1, 0.5, 4.5). Сортировка удельных стоимостей приводит к списку ([10, 45], [20, 80], [30, 105], [15, 45], [20, 50], [25,50], [35, 35], [20, 10]). После этого мы начинаем заполнять рюкзак последовательно иду​щими элементами отсортированного списка объектов. Если очередной объект не входит — мы отбрасываем его и переходим к следующему; так продолжается до тех пор, пока рюкзак не заполнится или список объектов не будет исчерпан. Таким образом, если емкость рюкзака 80, то мы сможем поместить в него первые четыре предмета суммарно​го объема 75 и общей стоимостью 275. Это не оптимальное решение: первые три предмета с добавкой пятого дают суммарный объем 80 и стоимость 280.
9.6.5. Приближения в задаче о раскраске графа
Раскраска графа — необычная задача: как мы уже упоминали ра​нее, построение раскраски, достаточно близкой к оптимальной, дает​ся столь же сложно, как и построение оптимальной раскраски. Число красок, даваемое наилучшим известным полиномиальным алгоритмом, более чем вдвое превышает оптимальное. Кроме того доказано, что если существует полиномиальный алгоритм, раскрашивающий верши​ны любого графа числом красок, превышающим оптимальное не более чем вдвое, то существует и полиномиальный алгоритм оптимальной раскраски любого графа. Существование такого алгоритма означало бы, что P=NP. На сложность графа можно наложить некоторые усло​вия, облегчающие его раскраску. Например, известны полиномиальные алгоритмы раскраски планарных графов, т.е. таких графов, которые можно изобразить на плоскости в виде набора вершин и ребер, пред​ставленных попарно не пересекающимися дугами.
Вот простой алгоритм последовательной раскраски произвольного графа с N вершинами.
ColorGraph(G)
G  раскрашиваемый граф
for i=l to N 

c=l ;
while в G есть вершина, соседняя с вершиной i,
покрашенная цветом с  

с=с+1;
end while;
покрасить вершину i цветом с 

end for;
end.
Степенью графа называется наибольшее число ребер, выходящее из одной вершины. Число С красок, используемое приведенным алгорит​мом, равно степени графа, увеличенной на единицу. Можно достичь и лучшего результата.

10.  Вероятностные алгоритмы
Подход, используемый в вероятностных алгоритмах, в корне отли​чается от детерминированного подхода в алгоритмах из глав 1-8. В некоторых ситуациях вероятностные алгоритмы позволяют получить результаты, которых нельзя достигнуть обычными методами. 
10.1. Численные вероятностные алгоритмы
Численные вероятностные алгоритмы предназначены для получения приблизительных ответов на некоторые математические вопросы. Чем дольше работает такой алгоритм, тем точнее полученный ответ.
10.1.1.   Игла Бюффона
Предположим, что у Вас есть 355 одинаковых палочек, длина ка​ждой из которых равна половине ширины доски дощатого пола. Сколь​ко палочек пересечет щели между досками пола, если их подбросить и дать упасть на пол? Это может быть любое число между 0 и 355, одна​ко Джордж Луис Леклерк показал, что в среднем число таких палочек будет почти в точности равно 113. Для каждой палочки вероятность пересечь щель равна 1/π. Объясняется такая величина соотношени​ем между возможным углом поворота упавшей палочки и расстоянием между щелями. Для палочки, упавшей перпендикулярно к щелям, веро​ятность пересечения щели равна одной второй (это отношение длины палочки к ширине доски пола). Если, однако, палочка упала параллель​но доске, то она почти наверняка не пересекает щель. Поэтому число π можно вычислять, подбрасывая палочки и подсчитывая, сколько из них пересекло щели. Отношение общего числа палочек к числу тех из них, что пересекли щели, будет приближением числа π.
Аналогичный способ приближенного подсчета числа π заключает​ся в бросании стрелок в мишень, представляющую собой квадрат, в который вписан круг (рис. 10.1). Мы выбираем точки в квадрате слу​чайным образом и подсчитываем, какая их часть попала в круг. Если радиус круга равен г, то его площадь равна πг2, а площадь квадрата равна (2г)2 = 4г2. Отношение площади круга к площади квадрата рав​но π /4. Если мы выбираем точки в квадрате действительно случайно, то стрелки распределятся по квадрату более или менее равномерно. Для случайного бросания стрелок в мишень число π приблизительно равно 4 * c/s, где с — число стрелок, попавших в круг, а s — общее число брошенных стрелок. Чем больше стрелок брошено, тем более точное приближение к числу π мы получаем.
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Рис. 10.1. Круг, вписанный в квадрат
С помощью этой техники можно подсчитать площадь произвольной неправильной фигуры, для которой мы умеем проверять, принадлежит ли ей заданная точка (х, у). Для этого мы просто генерируем случай​ные точки в объемлющем фигуру квадрате и подсчитываем отношение числа тех из них, которые попали внутрь фигуры, к общему числу сге​нерированных точек. Отношение: 


[image: image197.wmf]стрелок

брошенных

число

общее

фигуры

внутрь

попавших

стрелок

число

_

_

_

_

_

_

_
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10.1.2. Вычисление интеграла функции f
Напомним, что для положительной непрерывной функции f площадь под ее графиком называется интегралом этой функции. Интегралы некоторых функций трудно или невозможно вычислять аналитически, однако их можно подсчитать приблизительно, воспользовавшись тех​никой бросания стрелок. Для иллюстрации этого метода ограничимся частью графика функции f, заключенной между положительными по​луосями координат и прямыми х = 1 и у = 1 (см. рис. 10.1). Нетрудно обобщить рассмотрение на произвольный ограничивающий прямоугольник.
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Рис.10.2. График функции, ограниченный осями х и у и прямыми х = 1 и у=1

Бросаем стрелки в квадрат случайным образом и подсчитываем, сколько из них оказались под графиком. Отношение числа стрелок под графиком к общему числу брошенных стрелок будет приблизительно равно площади под графиком функции. Как и в предыдущих случаях, чем больше стрелок мы бросим, тем точнее окажется приближение. Вот как выглядит соответствующий алгоритм:
Integrate(f, dartCount)
f       интегрируемая функция
dartCount число бросаемых стрелок
hits=0;
for i=l to dartCount 
x=uniform(0,l); 
//генерация случайного числа
y=uniform(0,l);
if y<=f(x)  

hits=hits+l;
end if ;
end for ;

return hits/dartCount;
end.
10.1.3. Вероятностный подсчет
Как хорошо известно, можно держать пари, что в компании из 25 случайно выбранных людей есть по крайней мере двое с совпадающим днем рождения. Хотя на первый взгляд такое пари может показаться глупым, вероятность его выигрыша составляет 56%. В общем случае имеется N!/(N — k)! способов выбрать k различных объектов в мно​жестве из N объектов, если порядок выбора играет роль. Если же позволяются повторения, то число возможностей увеличивается до Nk. Используя эти сведения, мы заключаем, что вероятность выиграть пари равна 1 — 365!/(340! * 36525). На практике вероятность выигрыша да​же выше, поскольку приведенное рассуждение не учитывает того, что дни рождения распределены по году неравномерно. Выписанное число не так-то легко вычислить, как нелегко решить и обратную задачу: сколько выборок нужно сделать из N-элементного множества прежде, чем мы повторно выберем один и тот же элемент? Другими словами, если в году 365 дней, то сколько людей надо взять, чтобы вероятность того, что среди них найдутся двое с одинаковым днем рождения, была достаточно велика? Для приближенного подсчета таких чисел можно применить следующий алгоритм:
ProbabilityCount(H)
k=0;
s={};
a=uniform(l,N); //генерация случайного числа
do

k=k+l;
s=s+{a};
a=uniforin(l,N) ;
while a not in s 

return k;
end.
Эта функция генерирует случайное число между 1 и N до тех пор, пока какое-либо из чисел не будет сгенерировано повторно. Для полу​чения более точного результата ее можно запускать несколько раз, а полученные ответы усреднять. В примере с днями рождения (N = 365) выдаваемые ответы будут близки к 25.
10.1.4. Алгоритмы Монте Карло
Алгоритмы Монте Карло всегда выдают какие-либо результаты, однако вероятность того, что результат правильный, возрастает при увеличении времени работы алгоритма. Иногда такие алгоритмы воз​вращают неправильные ответы. Алгоритм называется правильным, если он возвращает правильный ответ с вероятностью р (1/2 < р < 1). Если число правильных ответов на данном входе превышает единицу, то алгоритм Монте Карло называется стойким, если возвращаемый им правильный ответ всегда один и тот же.
Результаты алгоритма Монте Карло можно улучшить двумя спо​собами. Во-первых, можно увеличить время его работы. Во-вторых, можно повторять его несколько раз. Вторая возможность реализуется только, если алгоритм стойкий. В этом случае алгоритм можно вызы​вать много раз и выбирать тот ответ, который встречается чаще всего. Подобные действия могут выглядеть приблизительно так:
Monte3(x)
one=Monte(x);
two=Monte(x);
three=Monte(x);
if one==two || one==three 
return one; 

else
return two ;
end if;
end.
Этот алгоритм возвращает первое сгенерированное значение в том случае, если оно появляется среди ответов по крайней мере дважды. Если же это не так, то алгоритм возвращает второе значение: либо оно совпадает с третьим, либо все три значения различны, и тогда все равно, какое возвращать. Поскольку вероятность возвращения ал​горитмом Монте Карло правильного ответа превышает половину, ма​ловероятно, чтобы все три ответа оказались различными. Процедура MonteS превращает стойкий 80%-правильный алгоритм Монте Карло в 90%-правильный. Такой подход к повышению правильности алгоритма не всегда является наилучшим.
Рассмотрим алгоритм Монте Карло принятия решения, возвраща​емый которым отрицательный ответ оказывается правильным в 100% случаев, и только в случае положительного ответа могут встречаться ошибки, т.е. в случае положительного ответа правильный ответ может быть как положительным, так и отрицательным. Это означает, что полученный алгоритмом отрицательный ответ должен рассматривать​ся как окончательный, а повторные вызовы функции призваны лишь искать серии положительных ответов, чтобы увеличить вероятность того, что это действительно правильный ответ.
Вот как выглядит такой алгоритм:
        MultipleMonte(x)
if not Monte(x) 
return false ;
end if ;

if not Monte(x)  
return false ;
end if ;

return Monte(x);
end.
Такой алгоритм возвращает положительный ответ только в случае получения трех положительных ответов подряд. Если исходный алго​ритм Монте Карло выдавал правильный положительный ответ лишь в 55% случаев, то описанная функция повышает вероятность правиль​ных положительных ответов до 90%. Такое улучшение возможно и для численных алгоритмов, склонных выдавать одно и то же число.
10.1.5. Элемент, образующий большинство
Описанную выше технику можно применить к задаче проверки, есть ли в массиве элемент, образующий большинство. Это элемент, записан​ный более, чем в половине ячеек массива. Очевидный способ решения этой задачи требует порядка O(N2) сравнений, поскольку нам потребу​ется сравнить каждый элемент со всеми остальными. Но для ее решения известен и линейный алгоритм, похожий на алгоритм выборки из гла​вы 2, поэтому приводимый ниже алгоритм Монте Карло призван лишь проиллюстрировать применяемую технику.
Majority(list,N)
list список элементов
N   число элементов в списке
choice=uniform(l,N);    //генерация случайного числа
count=0;
for i=l to N
if list [i]=list[choice]  

count=count+l;
end if ;

end for ;

return (count>n/2);
end.
Эта функция выбирает случайный элемент списка и проверяет, за​нимает ли он больше половины ячеек. Этот алгоритм смещен к утвер​дительному ответу: если функция возвращает утвердительный ответ, то это означает, что мы нашли элемент, представляющий большинство списка. Однако, если возвращается отрицательный ответ, то возмож​но, что мы просто выбрали неправильный элемент. Если в массиве есть элемент, образующий большинство, то вероятность выбрать эле​мент из меньшинства меньше половины, причем она тем меньше, чем представительнее большинство. Таким образом, алгоритм возвращает правильный ответ не менее, чем в 50% случаев. Если вызвать функцию Majority пять раз, то правильность алгоритма возрастает до 97%, а его сложность будет 5N, т.е. она имеет порядок N.
10.1.6. Алгоритм Монте Карло проверки числа на простоту
Проверить, является ли данное число N простым, можно алгорит​мом Монте Карло. В этом случае мы генерируем случайное число между 2 и 
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 и проверяем, делится ли N на это число. Если да, то чи​сло N составное, в противном случае мы не можем ничего сказать. Это не очень хороший алгоритм, потому что он возвращает отрицательный ответ слишком часто. Например, для числа 60 329, которое является произведением трех простых чисел 23, 43 и 61, алгоритм будет генери​ровать случайное число между 2 и 245, но только три числа из этого интервала привели бы к правильному результату. Вероятность успеха всего 1.2%.
Хотя этот простой алгоритм работает и не очень хорошо, имеются аналогичные подходы к проверке простоты числа, основанные на той же идее и дающие большую вероятность правильного ответа. В этой книге мы их не рассматриваем.
10.1.7. Алгоритмы Лас Вегаса
Алгоритмы Лас Вегаса никогда не возвращают неправильный ответ, хотя иногда они не возвращают вообще никакого ответа. Чем дольше работают эти алгоритмы, тем выше вероятность того, что они вернут правильный ответ. Алгоритм Лас Вегаса принимает случайное реше​ние, а затем проверяет, приводит ли это решение к успеху. Програм​ма, использующая алгоритм Лас Вегаса, вызывает его раз за разом, пока он не достигнет результата. Если обозначить через success(x) и failure(x) время, необходимое для того, чтобы получить соответственно положительный или отрицательный ответ на входных данных длины х, а через р(х) вероятность успешного завершения работы алгоритма, то мы приходим к равенству
time(x) = р(х) * success(x) + (1 — р(х)) * (failure(x) + time(x)).
Это равенство означает, что в случае успеха затраченное время со​впадает с временем получения успешного результата, а в случае неуда​чи затраченное время равно сумме времени на достижение неудачного результата и еще на один вызов функции. Решая это уравнение отно​сительно times(x), мы получаем
time(x) = success(x) + ((1 - p(x))/p(x)) * failure(x)

Эта формула означает, что время выполнения зависит от времени получения успешного результата, безуспешного результата и вероят​ности каждого из этих исходов. Интересно, что при убывании веро​ятности р(х) успешного результата время выполнения все равно мо​жет быть невысоким, если скорость получения безуспешного результа​та возрастает. Поэтому эффективность можно повысить, если быстрее получать безуспешный результат.
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Рис. 10.3.   Одно из решений задачи о восьми ферзях
Обратимся к задаче о расстановке восьми ферзей на шахматной доске так, чтобы они не били друг друга.
На рис. 10.3 изображено одно из решений этой задачи. Рекурсивный алгоритм ее решения помещает ферзя в первой клетке первой вертика​ли, а затем вызывает себя для того, чтобы поставить ферзя на вторую горизонталь. Если в какой-то момент алгоритму не удается найти по​ложения для очередного ферзя на очередной горизонтали, то алгоритм возвращается на предыдущий шаг и пробует другое размещение ферзя на предыдущей строке.
Имеется вероятностная альтернатива детерминированному ре​курсивному алгоритму. Мы можем поочередно размещать ферзей на доске случайным образом на очередной свободной горизонтали дос​ки. Отличие алгоритма Лас Вегаса от стандартного рекурсивного алгоритма состоит в том, что при невозможности разместить оче​редного ферзя алгоритм попросту сдается и сообщает о неудаче. Ре​курсивный же алгоритм пытается добиться положительного результа​та. Вот как выглядит алгоритм Лас Вегаса для расстановки восьми ферзей:
Queens(result)
result содержит номера вертикалей для ферзей
с соответствующих горизонталей 

возвращает 1 в случае успеха и 0 в случае неудачи
row=1;

//горизонталь
do
// ферзи уже расставлены в горизонталях 1..row-1
spotsPossible=0;
for i=l to 8 
//вертикаль на горизонтали
if клетка (row,i) атакована 

spotsPossible=spotsPossible+l ;
if uniform(l, spotsPossible)==l 
try=i ;
end if ;

end if ;

end for;
if spotsPossible>0 

result[row]=try ;
row=row+l ;
end if ;
while row<9 && spotsPossible>0 ;
return (spotsPossible>0)
end.
Посмотрим, как работает этот алгоритм. В цикле мы про​ходим по всем восьми горизонталям доски. Для каждой из горизонта​лей мы последовательно просматриваем все ее клеточки и если клетка атакована, то переменная spotsPossible увеличивается на едини​цу. Следующий оператор if выглядит несколько странно, но посмо​трим, что происходит, если опустить первую горизонталь, на которой не атакована ни одна клетка. На первой вертикали функция uniform генерирует случайное число между 1 и 1, т.е. 1, поэтому переменная try будет указывать на первую вертикаль. Во второй вертикали uniform генерирует число между 1 и 2, которое с 50%-ной вероятностью будет единицей и с 50%-ной вероятностью двойкой, поэтому вероятность то​го, что новым значением переменной try станет двойка, равна 50%. В третьей вертикали uniform генерирует число между 1 и 3; это число с вероятностью 33% будет 1, и также с вероятностью 33% значение try станет равно 3. Окончательно мы заключаем, что для каждой из сво​бодных вертикалей вероятность быть опробованной на данном проходе равна 1/spotsPossible. Затем все повторяется для остальных гори​зонталей. Такие действия продолжаются до тех пор пока либо значе​ние spotsPossible не станет нулевым ввиду отсутствия неатакованных клеток, либо переменная rows не примет значение 9, поскольку все фер​зи будут расставлены. В первом случае алгоритм завершает свою ра​боту и сообщает о неудачном исходе. Во втором проблема расстановки восьми ферзей решена, и алгоритм сообщает об удачном исходе.
Полный статистический анализ алгоритма показывает, что вероят​ность успеха равна 0.1293, а среднее число повторений, необходимых для его достижения, около 6.971. Приведенное выше уравнение показы​вает, что алгоритм выполнит при этом 55 проходов. Рекурсивному же алгоритму понадобится по крайней мере вдвое больше проходов.
10.1.8. Шервудские алгоритмы
Шервудские алгоритмы всегда возвращают ответ, и этот ответ все​гда правильный. Эти алгоритмы применимы в ситуациях, когда раз​личие между наилучшим, средним и наихудшим случаями в детермини​рованном алгоритме очень велико. Применение случайности позволя​ет шервудским алгоритмам сократить спектр возможностей, подтянув наихудший и наилучший случаи к среднему.
Примером может служить поиск осевого элемента в алгоритме бы​строй сортировки. При анализе этого алгоритма мы пришли к выводу, что наихудшим для него является ситуация, в которой список уже отсортирован, так как каждый раз мы будем натыкаться на минимальный элемент списка. Если же вместо выбора начального элемента мы будем выбирать случайный элемент между началом и концом, то вероятность наихудшего исхода уменьшится. Совсем избежать его нельзя — и при случайном выборе оси мы можем всякий раз натыкаться на наимень​ший элемент, однако вероятность такого исхода очень мала. Оборотная сторона такого подхода состоит в том, что если в списке реализовался наилучший исход для детерминированного алгоритма — первым эле​ментом всякий раз оказывается медиана оставшейся части списка, — то маловероятно, чтобы наш случайный выбор пал именно на нее. По​этому шансы на наилучший и наихудший исход понижаются.
Тот же самый подход можно применять и в задаче поиска. При двоичном поиске прежде, чем добраться до некоторых элементов спис​ка, мы должны с необходимостью совершить несколько неудачных про​верок. Шервудский вариант «двоичного» поиска выбирает случайный элемент между началом и концом списка и сравнивает его с искомым. Иногда оставшийся кусок оказывается меньше, чем тот, что мы бы получили при настоящем двоичном поиске, а иногда — больше. Так, например, не исключено, что в списке из 400 элементов мы выберем для пробного сравнения не 200-ый, а сотый. Если искомый элемент находится среди первых ста, то наша шервудская версия алгоритма поиска позволяет отбросить 75% списка вместо 50% в стандартном ал​горитме. Однако если интересующий нас элемент больше сотого, то отброшенными окажутся лишь 25% списка. Вновь в некоторых случаях мы получаем выигрыш, а иногда проигрываем.
Как правило, шервудские алгоритмы уменьшают время обработки наихудшего случая, однако увеличивают время обработки наилучшего. Подобно Робин Гуду из Шервудского леса этот подход грабит богатых, чтобы отдать бедным.
10.2. Сравнение вероятностных алгоритмов

Подведем итоги обсуждению алгоритмов. Чи​сленные вероятностные алгоритмы всегда дают ответ, и этот ответ будет тем точнее, чем дольше они работают. Алгоритмы Монте Карло всегда дают ответ, но иногда ответ оказывается неправильным. Чем дольше выполняется алгоритм Монте Карло, тем выше вероятность то​го, что он даст правильный ответ. Повторный вызов алгоритма Монте Карло также приводит к улучшению результата. Алгоритмы Лас Вегаса не могут вернуть неправильного результата, но они могут и не вернуть никакого результата, если им не удалось найти правильный ответ. Шервудскую технику можно применять к любому детермини​рованному алгоритму. Она не влияет на правильность алгоритма, а лишь уменьшает вероятность реализации наихудшего поведения. Веро​ятность наилучшего поведения при этом, правда, тоже понижается.
11. ДИНАМИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ

Ричард Беллман ввел понятие динамическое программирование для характеристики алгоритмов, действующих в зависимости от меняю​щейся ситуации. Ключевым в его подходе является использование по​линомиальных по времени алгоритмов вместо экспоненциальных.
Динамическое программирование - метод оптимизации, приспособленный к  задачам, в которых процесс принятия решений может быть разбит на отдельные  этапы (шаги). Такие задачи называют многошаговыми.

Метод состоит в том, что оптимальное решение строится постепенно, шаг за шагом. На каждом шаге оптимизируется решение только этого шага, но решение выбирается с учетом последствий, так как решение, оптимальное для этого шага, может привести к неоптимальному решению всей задачи, т.е. оптимальное решение задачи содержит оптимальные решения ее подзадач.

Метод динамического программирования - один из наиболее мощных и широко известных математических методов современной теории управления, был предложен в конце 50-х годов американским математиком Р. Беллманом и быстро получил широкое распространение. Р. Беллман сформулировал принцип оптимальности:  

Каково бы ни было начальное состояние на любом шаге и решение, выбранное на этом шаге, последующие решения должны выбираться оптимальными относительно состояния, к которому придет система в конце данного шага.

Использование этого принципа гарантирует, что решение, выбранное на любом шаге, является не локально лучшим, а лучшим с точки зрения задачи в целом.

Данный метод усовершенствует решение задач, решаемых, например, с помощью рекурсий или перебора вариантов.

Условия применения динамического программирования:
1. Небольшое число подзадач. Уменьшение числа подзадач происходит из-за многократного их повторения (т.н. перекрывающиеся подзадачи) 

2. Дискретность (неделимость) величин, рассматриваемых в задаче.

 

11.1. Числа Фибоначчи
Главная особенность алгоритмов типа "разделяй и властвуй” заключается в том, что одни делят задачи на независимые подзадачи. Когда подзадачи независимы, ситуация усложняется, и в первую очередь потому, что непосредственная рекурсивная реализация даже простейших алгоритмов этого типа может требовать недопустимо больших затрат времени. Например, программа 10.1 представляет собой непосредственную рекурсивную реа​лизацию рекуррентного соотношения, определяющего числа Фибоначчи. Не используйте эту программу - она исключительно неэффективна. В самом деле, количество рекурсивных вызовов для вычисления FN в точности равно FN+1. Но FN приблизительно равно фN, где ф ~ 1.618 есть золотая пропорция. Суровая правда зак​лючается в том, что время выполнения программы, реализующей это элементар​ное вычисление, определяется экспоненциальной зависимостью. 

Программа 10.1 Числа Фибоначчи (рекурсивная реализация)
 Эта программа, хотя и выглядит компактно и изящно, неприменима на практике, по​скольку время вычисления FN экспоненциально зависит от N. Время вычисления FN+1 в 1.6 раз больше времени вычисления FN. Например, поскольку ф9 > 60, если для вычисления FN компьютеру требуется около секунды, то для вычисления FN+9 потребу​ется более минуты, а для вычисления FN+18 - больше часа.
int    F(int    i) {

if  (i  < 1)  return 0;

if  (i  == 1)  return 1;

return     F(i-l)  + F(i-2); }
Эти числа возрастают экспоненциально, поэтому размер массива невелик - напри​мер, F45 = 1836311903 - наибольшее число Фибоначчи, которое может быть представ​лено 32-разрядным целым, поэтому достаточно использовать массив с 46 элементами.
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Рис. 11.1.   Последовательность вызовов алгоритма Фибоначчи (6)
И напротив, можно легко вычислить первые N чисел Фибоначчи за время, про​порциональное значению N, и запомнив их в следующем массиве:

F[0]     =    0;     F[l]     =    1; 
for     (i    =    2;     i    <=    N;     i++) 
F[i]     =    F[i-1]     +     F[i-2];
Этот подход предоставляет нам непосредственный способ получения численных ре​шений для любых рекуррентных соотношений. В случае с числами Фибоначчи можно даже обойтись без массива и ограничиться отслеживанием только двух последних предшествующих значений; для многих других часто встречаю​щихся рекуррентных соотношений необходимо под​держивать массив, хранящий все известные значения.
Рекуррентное соотношение - это рекурсивная функция с цело​численными значениями. Рассуждения, приведенные в предыдущем абзаце, подводят нас к выводу о том, что значение любой такой функции можно определить, вычисляя все значения этой функции, начиная с наименьшего, используя на каждом шаге ранее вычис​ленные значения для подсчета текущего значения. Эта технология называется восходящим динамическим программированием (bottom-up dynamic programming). Она применима к любому рекурсивному вы​числению при условии, что мы можем себе позволить хранить все ранее вычисленные значения. Такая технология разработки алго​ритмов успешно используется для решения широкого круга задач. Поэтому следует уделить внимание простой технологии, которая может изменить зависимость времени выполнения алгоритма с экспоненциальной на линейную!

Нисходящее динамическое программирование (top-down dynamic programming) — еще бо​лее простая технология, которая позволяет автоматически выполнять рекурсивные функции при том же (или меньшем) количестве итераций, что и восходящее динами​ческое программирование. При этом мы вводим в данную рекурсивную программу инструментальные  средства, обеспечивающие сохранение каждого вычисленного ею (в качестве заключительного действия) значения и проверку сохраненных значений во избежание повторного вычисления любого из этих значений (в качестве ее первого действия). Программу 10.2 можно рассматривать как механически измененную про​грамму 10.1, в которой благодаря применению нисходящего динамического програм​мирования времени выполнения становится линейным. Рисунок 10.1 фиксирует ради​кальное уменьшение числа рекурсивных вызовов, что достигается посредством этого простого автоматического изменения. Иногда нисходящее динамическое программиро​вание называют также мемуаризацией (memoization).

Сохраняя вычисляемые нами значения в статическом мас​сиве, мы явным образом исключает любые повторные вы​числения. Эта программа вычисляет FN за время, пропор​циональное N, что кардинально отличается от времени O(fN), которое требуется программе 10.2 для выполнения тех же вычислений.

int    F(int     i) 
{    int    t;

if      (knownF[i]  != 0)      return     knownF[i];

if     (i == 0)     t    =    0;

if     (i == 1)     t    =     1;

if     (i > 1)      t    =    F(i-l)     +     F(i-2);

return    knownF[i]     =     t; }

Рисунок 10.2 применение нисходящего 
динамического программирования 
для вычисления чисел Фибоначчи 
11.2. Примеры задач
11.2.1. Задача о ранце
В качестве боле сложного примера рассмотрим задачу о ранце, вор, грабящий сейф, находит в нем N видов предметов различных размеров и ценности, но имеет только небольшой ранец емкостью N, в котором может унести только часть добычи. Задача заключается в том, чтобы определить сочетание предметов, которые вор должен уложить в ранец, чтобы общая стоимость похищенно​го оказалась максимальной. Например, при наличии типов предметов, представленных множеством items{[3,4],[4,5],[7,10],[8,11],[9,13]}, вор, располагающий ранцем, размер которого равен 17, может взять только пять (но не шесть) предметов А общей стоимостью, равной 20, или предметы D и Е с суммарной стоимостью, равной 24, или предметы в одном из множества дру​гих сочетаний. Наша цель состоит в том, чтобы найти эффективный алгоритм для оп​ределения максимума среди всех возможностей при любом заданном наборе предме​тов и вместимости ранца.

Решения задачи о ранце важны для многих приложениях. Например, у транспорт​ной компании может появиться потребность в определении наилучшего способа заг​рузки грузовой машины или транспортного самолета товарами, предназначенными для доставки. В подобных приложениях могут возникать и другие варианты этой задачи: например, количество элементов каждого вида может быть ограничено, или же нужно загрузить два грузовика. Многие из таких вариантов этой задачи можно решать путем применения того же подхода, который мы собираемся исследовать для решения сфор​мулированной выше базовой задачи; другие варианты оказываются гораздо более сложными. Можно четко отделить решаемые задачи этого типа от нерешаемых.

В рекурсивном решении задачи о ранце при каждом выборе предмета мы полага​ем, что можем (рекурсивно) определить оптимальный способ заполнения оставшейся емкости ранца. При размере ранца cap для каждого типа i из множества предлагае​мых для выбора типов элементов мы определяем общую стоимость элементов, кото​рые можно было бы унести, укладывая элемент типа i в ранец, при оптимальной упа​ковке остальных элементов. Этот оптимальный способ упаковки представляет собой просто способ упаковки, определенный (или подлежащий определению) для меньшего ранца размера cap-items[i].size. В этом решении используется следующий принцип: принятые опти​мальные решения в дальнейшем не требуют пере​смотра. Как только установлено, как оптимально упаковать ранцы меньших размеров, эти задачи не требуют повторного исследования, какими бы ни были следующие элементы.

Программа 10.3 есть прямое рекурсивное реше​ние, в основу которого положены приведенные выше рассуждения. Опять-таки, эта программа не​применима для решения встречающихся на практике задач, поскольку из-за большого объема повторных вычислений на ее решение затрачива​ется экспоненциальное время. В то же время мы можем применить нисходящее динамическое про​граммирование, чтобы избавиться от этой проблемы. Как и раньше, эта методика исключает все повтор​ные вычисления 

Программа 10.3 Задача о ранце (рекурсивная реализация)
В ней предполагается, что элементы являются структурами с размером и стоимостью, ко​торые определены следующим образом:

typedef struct  {int size;   int val;} item;

и что в нашем распоряжении имеется массив N эле​ментов типа item. Для каждого возможного элемента мы (рекурсивно) вычисляем максимальную стоимость, которую можно было бы получить, включив этот эле​мент в выборку, а затем выбираем максимальную из всех стоимостей.
int  knap(int  cap)

{  int i,  space,  max,  t; 
for  (i = 0,  max = 0;  i < N;  i++) 
    if  ((space  =  cap-items[i].size)  >=  0)

         if  ((t = knap(space)  +  items [i] .val)  > max)

               max = t ; 
return  max; }
Программа 10.4 Задача о ранце (динамическое программирование)

Эта программа, представляющая собой механически измененную программу 10.3, снижает время выполнения с экспоненциального до линейного. Мы просто сохраня​ем все вычисленные значения функции, а затем вместо того, чтобы выполнять рекур​сивные вызовы, отыскиваем соответствующие сохраненные значения всякий раз, когда они требуются (используя сигнальные метки для представления неизвестных значе​ний), благодаря чему мы можем отказаться от вызовов функций. Индекс элемента со​храняется, поэтому при желании всегда можно восстановить содержимое ранца после вычисления: элемент itemKnown[M] помещается в ранец, остальное содержимое со​впадает с оптимальной упаковкой ранца размера M-itemKnown[M].size, следова​тельно, в ранце находится itemKnown [M-items[M] .size]  и т.д.

int  knap(int  M)

{  int i,  space,  max,  maxi = 0,  t;

   if  (maxKnown[M]  !=  0)  return maxKnown[M]; 
   for  (i =  0,  max =  0;  i  < N;  i++) 
      if  ((space = M-items [i] . size)  >=  0)

         if  ( (t = knap(space)  + items [i] .val)  > max)

              { max = t;  maxi = i;  }

  maxKnown[M]  =  max;      
  itemKnown[M]  =  items [maxi]; 
  return    max; }

Динамическое программирование принципиально исключает все повторные вычис​ления в любой рекурсивной программе, при условии, что мы можем себе позволить сохранять значения функции для аргументов, которые меньше, чем текущий вызов.

Свойство. Динамическое программирование уменьшает время выполнения рекурсивной функции максимум до значения, необходимого для вычисления функции для всех аргумен​тов, меньших или равных данному аргументу, при условии, что стоимость рекурсивного вызова остается постоянной.

Применительно к задаче о ранце, из этого свойства следует, что время выполнения алгоритма ее решения пропорционально произведению NM. Таким образом, задача о ранце легко поддается решению, когда емкость ранца не очень велика; для очень больших емкостей время и требуемый объем памяти могут оказаться недопустимо большими.

Восходящее динамическое программирование также применимо к задаче о ранце. Действительно, метод восходящего программирования можно применять во всех слу​чаях, когда применим метод нисходящего программирования, хотя при этом необхо​димо быть уверенным в том, что значения функции вычисляются в соответствующем порядке, то есть, чтобы каждое значение к тому моменту, когда в нем возникает не​обходимость, уже было вычислено. Для функций, имеющих только один целочислен​ный аргумент, подобных двум рассмотренным выше, мы просто продолжаем увеличи​вать порядок аргумента; для более сложных рекурсивных функций определение правильного порядка может оказаться сложной задачей.

Например, мы не обязаны ограничиваться рекурсивными функциями только с од​ним целочисленным аргументом. При наличии функции с несколькими целочисленны​ми аргументами решения меньших подзадач можно сохранить в многомерных масси​вах, по одному для каждого аргумента. В других ситуациях целочисленные аргументы вообще не требуются, вместо этого используется абстрактная формулировка дискрет​ной задачи, позволяющую разделить задачу на подзадачи меньших размеров. 
При использовании нисходящего динамического программирования известные зна​чения сохраняются; при использовании восходящего динамического программирова​ния они вычисляются заранее. В общем случае мы отдаем предпочтение нисходящему динамическому программированию перед восходящим, поскольку:

■    оно представляет собой механическое преобразование естественного решения задачи;

■    порядок решения подзадач определяется сам собой;

■    решение всех подзадач может не потребоваться.

Приложения, в которых применяется динамическое программирование, различают​ся по сущности подзадач и объему сохраняемой для них информации.

Критический момент, который мы не можем игнорировать, состоит в том, что ди​намическое программирование становится неэффективным, когда количество возмож​ных значений функции, которые могут нам потребоваться, столь велико, что мы не можем себе позволить сохранять их (при нисходящем программировании) или вычис​лять предварительно (при восходящем программировании). Например, если в задаче о ранце величина М и размеры элементов суть 64-разрядные величины или числа с пла​вающей точкой, мы не сможем сохранять значения за счет использования индексов в массиве. Это несоответствие — не просто небольшое неудобство, оно создает принци​пиальные трудности. Для подобных задач пока не известно ни одно более-менее эф​фективное решение, имеются все основания полагать, что эффективного решения для них вообще не существует.

Динамическое программирование — это методика проектирования алгоритмов, ко​торая рассчитана в первую очередь на решения сложных задач. Однако нисходящее динамическое программирование является базовой технологией разработки эффективных реализаций рекурсивных алгоритмов.
11.2.2. Задача поиска минимального маршрута
В таблице размером N*N, где N<13, клетки заполнены случайным образом цифрами от 0 до 9. Предложить Чебурашке алгоритм, позволяющий найти маршрут из клетки (1,1) в клетку (N,N) и удовлетворяющий следующим условиям:

1. любые две последовательные клетки в маршруте имеют общую сторону;

2. количество клеток маршрута минимально;

3. сумма цифр в клетках маршрута  максимальна.

 

Будем искать наилучшие пути, идущие из клетки (1,1) во все остальные клетки таблицы, в частности  и в клетку (N,N). Для этого в некоторой вспомогательной таблице B того же размера, что и А, будем отмечать суммы цифр оптимальных путей, ведущих в соответствующие клетки. Так в клетке(1,1) таблицы В окажется число А(1,1), потому что путь, ведущий в нее, состоит из одной клетки.  Так же легко заполняются  клетки (1,2) и (2,1) таблицы В. В них тоже ведут единственные пути и суммы цифр вдоль них равны А(1,1)+А(1,2) и А(1,1)+А(2,1) соответственно.

Поясним сказанное на конкретном примере. Пусть таблица А размером 5*5 имеет вид, представленный на рис. 9.3. Нумерация клеток идет от левого верхнего угла. Проследим за заполнением таблицы В.  О клетках (1,2) и (2,1) уже говорилось. Чтобы заполнить клетку (2,2), заметим, что в нее можно попасть либо из клетки (1,2), либо из клетки (2,1). Следовательно, в клетку (2,2) таблицы В надо записать либо число  В(1,2)+А(2,2), либо число В(2,1)+А(2,2), в зависимости от того, какое из них больше. Заполнение остальных клеток таблицы В аналогично.

  Если путь, ведущий в эту клетку один, то в клетку вписывается сумма цифр вдоль этого пути. Такими клетками являются клетки вида (1,J) и (J,1). 

  Если же в клетку (I,J) можно попасть из клеток для которых подсчитаны значения В, то необходимо выбрать М=мах{B(I,J-1), B(I-1,J} и записать в клетку B(I,J) число М+А(I,J).

Клетку B(I,J) соединим чертой с той клеткой, где был достигнут максимум М. Для нахождения искомого маршрута достаточно пройти из клетки (N,N) в клетку (1,1) по  черточкам.
        Таб. А

	4
	3
	5
	7
	5

	1
	9
	4
	1
	3

	2
	3
	5
	1
	2
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	0

	4
	6
	7
	2
	1


Таб. В

	4
	---
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	---
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	---
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	---
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	---
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	---
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// Программа 

int max(int a1, int a2) {

   return  (a1>a2)? a1:a2;

}

void main() {

 int i,k,j,N;

 int a[6][6]={0}, b[6][6]={0};

 int c[11][2];

 scanf(“%d” , &N); 

//ввод размера матрицы
  for (i= 1; i<= N; i++)  
//ввод данных
       for (k= 1; k<=N; k++)

             scanf(“%d” , &a[i][k]); 

 b[1][1]=a[1][1];

 for (i =2; i<=N; i++) {
//заполнение первой горизонтали и вертикали
   b[1][i] = a[1][i]+b[1][i-1];

   b[i][1] = a[i][1]+b[i-1][1];

 }

 for (i = 2; i<=N; i++)

//расчет остальных элементов матрицы
  for (k = 2; k<= N; k++)

    b[i][k]=a[i][k]+max(b[i-1][k],b[i][k-1]);

 i =N;

//выбор кратчайшего пути максимальной стоимости
 k =N;

 j =2*N-1;

 c[1][1] =1;

 c[1][2] =1;

 while (i !=1 || k !=1) {

   c[j][1] =i;

   c[j][2] =k;

   if (i==1)

       k--;

   else if (k==1)

        i--;

   else if (max(b[i-1][k],b[i][k-1])==b[i][k-1])

         k--;

   else
          i--;

   j--;

  }

 //вывод пути на экран
 for (i =1; i< 2*N; i++)

       printf (“%d , %d ;”,c[i][1],c[i][2]);

}

//      Результат 1,1 ; 1,2 ; 2,2 ; 3,2 ; 4,2 ; 5,2 ; 5,3 ; 5,4 ; 5,5
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Сортировка последовательностей


394.8.1.
Прямое слияние


424.8.2.
Естественное слияние


454.8.3.
Сбалансированное многопутьевое слияние


504.8.4.
Многофазная сортировка


574.8.5.
Распределение начальных серий


575.
АЛГОРИТМЫ СРАВНЕНИЯ С ОБРАЗЦОМ


575.1.
Сравнение строк


595.2.
Конечные автоматы


595.3.
Алгоритм Кнута—Морриса—Пратта


625.4.
Алгоритм Бойера—Мура


635.5.
Приблизительное сравнение строк


656.
Алгоритмы на ГРАФах


666.1.
Алгоритмы на графах


676.2.
Проверка ацикличности графа


686.3.
Алгоритмы обхода в глубину и по уровням


696.3.1.
Обход в глубину


706.3.2.
Обход по уровням


716.4.
Алгоритм поиска минимального остовного дерева


716.4.1.
Алгоритм Дейкстры-Прима


746.4.2.
Алгоритм Крускала


766.5.
Разбиения множеств


776.6.
Алгоритм поиска кратчайшего пути


786.6.1.
Алгоритм Дейкстры


806.7.
Алгоритм определения компонент двусвязности


826.8.
Топологическая сортировка


867.
ХЕШИРОВАНИЕ


877.1.
Ключи и хеш-функция


887.2.
Хеш-функции


907.3.
Разрешение коллизий


907.3.1.
Открытая адресация с линейным перебором


937.3.2.
Метод цепочек


947.4.
Переполнение таблицы и рехеширование


967.5.
Оценка качества хеш-функции


977.6.
Организация данных для ускорения поиска


977.7.
по вторичным ключам


977.7.1.
Инвертированные индексы


987.7.2.
Битовые карты


998.
Алгоритмы на деревьях


998.1.
Бинарные деревья


1008.2.
Представление бинарных деревьев


1068.3.
Прохождение бинарных деревьев


1088.4.
Алгоритмы на деревьях


1088.4.1.
Сортировка с прохождением бинарного дерева


1088.4.2.
Сортировка методом турнира с выбыванием


1108.4.3.
Применение бинарных деревьев для сжатия информации


1128.4.4.
Представление выражений с помощью деревьев


1138.5.
Представление сильноветвящихся деревьев


1148.5.1.
Применение сильноветвящихся деревьев


1158.6.
AVL-деревья


1168.6.1.
Узлы AVL-дерева


1178.6.2.
Алгоритм AVL-вставки


1188.6.3.
Повороты


1218.6.4.
Исключение из сбалансированного дерева


1228.6.5.
Оценка сбалансированных деревьев


1228.6.6.
Оценка производительности AVL-деревьев


1228.7.
Алгоритмы с возвратом


1238.7.1.
Задача о восьми ферзях


1278.8.
Метод ветвей и границ


1369.
Недетерминированные алгоритмы


1369.1.
NP задачи


1389.2.
Сведение задачи к другой задаче


1399.3.
NP-полные задачи


1399.4.
Типичные NP задачи


1409.4.1.
Раскраска графа


1409.4.2.
Раскладка по ящикам


1419.4.3.
Упаковка рюкзака


1419.4.4.
Задача планирования работ


1419.5.
Двухшаговое решение NP-задач


1419.5.1.
Задача о планировании работ


1429.5.2.
Раскраска графа


1439.6.
Приложение задач класса NP


1439.6.1.
Жадные приближенные алгоритмы


1449.6.2.
Приближения в задаче о коммивояжере


1449.6.3.
Приближения в задаче о раскладке по ящикам


1459.6.4.
Приближения в задаче об упаковке рюкзака


1469.6.5.
Приближения в задаче о раскраске графа


14610.
Вероятностные алгоритмы


14610.1.
Численные вероятностные алгоритмы


14710.1.1.
Игла Бюффона


14810.1.2.
Вычисление интеграла функции f


14810.1.3.
Вероятностный подсчет


14910.1.4.
Алгоритмы Монте Карло


15010.1.5.
Элемент, образующий большинство


15110.1.6.
Алгоритм Монте Карло проверки числа на простоту


15110.1.7.
Алгоритмы Лас Вегаса


15310.1.8.
Шервудские алгоритмы


15410.2.
Сравнение вероятностных алгоритмов


15411.
ДИНАМИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ


15411.1.
Числа Фибоначчи


15611.2.
Примеры задач


15611.2.1.
Задача о ранце


15911.2.2.
Задача поиска минимального маршрута
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�Главную диагональ образуют элементы А0,0, А1,1,…,Аns,ns.


� С3n обозначает число сочетаний по З объекта, взятых из n объектов





PAGE  
163

_1167915992.unknown

_1167916033.unknown

_1167916049.unknown

_1167916067.unknown

_1167916075.unknown

_1167916079.unknown

_1167916083.unknown

_1167916085.unknown

_1167916088.unknown

_1167916090.unknown

_1257237376.unknown

_1167916089.unknown

_1167916086.unknown

_1167916084.unknown

_1167916081.unknown

_1167916082.unknown

_1167916080.unknown

_1167916077.unknown

_1167916078.unknown

_1167916076.unknown

_1167916071.unknown

_1167916073.unknown

_1167916074.unknown

_1167916072.unknown

_1167916069.unknown

_1167916070.unknown

_1167916068.unknown

_1167916058.unknown

_1167916062.unknown

_1167916065.unknown

_1167916066.unknown

_1167916063.unknown

_1167916060.unknown

_1167916061.unknown

_1167916059.unknown

_1167916053.unknown

_1167916055.unknown

_1167916057.unknown

_1167916054.unknown

_1167916051.unknown

_1167916052.unknown

_1167916050.unknown

_1167916041.unknown

_1167916045.unknown

_1167916047.unknown

_1167916048.unknown

_1167916046.unknown

_1167916043.unknown

_1167916044.unknown

_1167916042.unknown

_1167916037.unknown

_1167916039.unknown

_1167916040.unknown

_1167916038.unknown

_1167916035.unknown

_1167916036.unknown

_1167916034.unknown

_1167916012.unknown

_1167916020.unknown

_1167916024.unknown

_1167916031.unknown

_1167916032.unknown

_1167916025.unknown

_1167916022.unknown

_1167916023.unknown

_1167916021.unknown

_1167916016.unknown

_1167916018.unknown

_1167916019.unknown

_1167916017.unknown

_1167916014.unknown

_1167916015.unknown

_1167916013.unknown

_1167916003.unknown

_1167916007.unknown

_1167916009.unknown

_1167916011.unknown

_1167916008.unknown

_1167916005.unknown

_1167916006.unknown

_1167916004.unknown

_1167915999.unknown

_1167916001.unknown

_1167916002.unknown

_1167916000.unknown

_1167915994.unknown

_1167915995.unknown

_1167915993.unknown

_1167915975.unknown

_1167915984.unknown

_1167915988.unknown

_1167915990.unknown

_1167915991.unknown

_1167915989.unknown

_1167915986.unknown

_1167915987.unknown

_1167915985.unknown

_1167915979.unknown

_1167915982.unknown

_1167915983.unknown

_1167915980.unknown

_1167915977.unknown

_1167915978.unknown

_1167915976.unknown

_1167915967.unknown

_1167915971.unknown

_1167915973.unknown

_1167915974.unknown

_1167915972.unknown

_1167915969.unknown

_1167915970.unknown

_1167915968.unknown

_1167915962.unknown

_1167915965.unknown

_1167915966.unknown

_1167915964.unknown

_1167915960.unknown

_1167915961.unknown

_1167915958.unknown

